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Alcides Astorga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Estudio de métricas en análisis en componentes principales mediante gener-

adores primarios

Fabricio Bolaños . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Estudio evolutivo de tablas de contingencia: aplicación a los egresos hospitalar-

ios de mujeres entre 20 y 44 años
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Descripción de clases mediatne conjuntos aproximados
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Figura 5: Arqui tec tura de una red de Hopfield. 

La red de Hopfield es más apropiada para cuando los vectores de entrada tienen una 
representación binaria exacta, como en las imágenes en blanco y negro donde los elementos 
de entrada son pixeles, o texto A S C I I y cada elemento de entrada puede representar 
caracteres en el código A S C I I de 8 bits . Esta red es menos apropiada cuando los valores 
de entrada son continuos, porque se presenta un problema de representación al t ratar de 
convertir estas cantidades analógicas a valores binarios. La red mostrada en la figura 5, es 
análoga a la versión original , tiene ./V unidades con entradas y salidas binarias, las cuales 
toman los valores de + 1-y — 1. La salida de cada nodo es devuelta a los otros nodos 
ponderada con los pesos WÍJ. La red opera de la siguiente forma: primero, los pesos son 
calculados usando los patrones de aprendizaje para cada clase. Luego un patrón cuya 
clase no es conocida se introduce en la red y esta i tera actualizándola. Se considera que la 
red converge cuando las salidas no sufren cambios en las iteraciones sucesivas. E l patrón 
especificado por los nodos de salida después de la convergencia es la salida de la red. 

Si la entrada a la red (neí¿) es negativa el valor de salida es —1; si la entrada a la red 
es positiva, el valor de salida es +1; y si la entrada a la red es cero, el valor de salida no 
cambia. 

Llámenos a la función de salida con psi, la cual se define como sigue: 

psi[inValue_,netln_]:= If[netln > 0, 1, 

If[netln < 0,-1,inValue] 

Es conveniente, para simplificar las cosas, definir la función phi, la cual toma como 
argumentos los vectores de entrada (x , ) y las entradas de cada unidad y los mapea en la 
función psi. 

phi[inVector_List,netInVector_List]:= 
MapThread[psi[# ,#2]k,{inVector.netlnVector}] 

El vector de entrada a cada unidad (raef,) se calcula de la forma usual como el producto 
punto del vector de entrada z¿ y el vector de pesos tu¿. Lo que resta es determinar el vector 
de pesos apropiado para los ejemplares que deseamos almacenar en la red. 

Para determinar los pesos vamos a usar el método de aprendizaje conocido como la 
regla de H e b b . Esto se expresa matemáticamente como: 

AWÍJ oc XiXj 
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C o m o en los a l g o r i t m o s de búsqueda loca l se supone l a ex i s t enc ia de u n a e s t r u c t u r a 

de vec indades y u n m e c a n i s m o de generación. Se i n t r o d u c e n las s igu ientes de f in ic iones . 

Definic ión 4 .1 Sea {S,f) denote una instancia de un problema de optmización combi­
natoria y denote por i y j dos soluciones con costo f(i) y f(j), respectivamente. Entonces 
el criterio de aceptación determina si j se acepta de i a partir de aplicar la siguiente 
probabilidad de aceptación: mm>-

í 1 si f(j) < f(i) 
Pc{aceptar j} = j ^ ^ M _ ^ ^ f { j ) > (10) 

donde c 6 R+ denota el parámetro de control. 

C l a r a m e n t e , el m e c a n i s m o de generación cor responde a l mecan i smo de perturbación en 

el a l g o r i t m o de Metrópol is , m i e n t r a s que el c r i t e r i o de aceptación co r responde a l c r i t e r i o 

de Metrópol is . 

Definición 4 . 2 Una transición es una acción combinada que transforma la solución ac­

tual en una subsecuente. Esta acción consiste de los siguientes dos pasos: (i) aplicación 

del mecanismo de generación, (ii) aplicación del criterio de aceptación. 

Sea Ck d eno t e el va l o r de l parámetro de c o n t r o l y Lk el número de t rans i c i ones generadas 

en l a k-ésima iteración de l a l g o r i t m o de Metrópol is . En tonces el a l g o r i t m o de recoc ido 

s i m u l a d o puede descr ib i rse en pseudo-código c o m o se m u e s t r a en l a F i g u r a 4 .1 

C o m i e n z a 
I N I C I A L I Z A (iiniciai, co, L0) „ / 
k: = 0 

-i * •— ^inicial ~ 
R e p i t e 

p a r a / : = 1 a haz 
C o m i e n z a -

G E N E R A (j de Si) 
s i f(j) < f(i) e n t o n c e s i := j 
s i n o 

s i exp ( "^ '^ j/^) > numero aleatorio en [0, 1) e n t o n c e s i := j 
finpara 

k := k+ 1 
C A L C U L A - L O N G I T U D (Lk) 
C A L C U L A - C O N T R O L (ck) 

h a s t a cr i ter io de paro 
fin 

F igura 4.1 A l g o r i t m o de Recocido Simulado en pseudo-código 
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T a b l a 2 
T a b l a 3 

F e l i n o A t r i b u t o s C l a s e 
a 6 <¿ 3 i 3 

1 1 1 1 3 3 2 1 
2 3 1 3 3 3 2 1 
3 2 1 3 3 2 2 1 
4 2 2 1 2 2 3 1 
5 2 1 1 3 2 3 4 
6 1 1 2 2 2 3 3 
7 4 1 3 2 2 3 2 
8 2 1 1 2 2 1 3 
9 2 1 2 2 2 2 3 
10 2 2 2 2 2 1 3 
11 1 1 2 2 1 1 3 
12 2 1 2 1 2 2 3 

F e l i n o A t r i b u t o s C l a s e 
a b ¿ 9 X 3 

13 1 1 2 1 2 3 3 
14 1 2 3 1 1 2 3 
15 2 1 3 1 1 2 3 
16 1 2 2 1 .1 2 3 
17 1 1 2 1 1 1 3 
18 2 1 3 1 1 3 3 
19 2 1 2 1 1 2 3 
20 1 2 3 1 1 1 3 
21 2 . 1 2 1 1 1 3 
22 1 2 3 1 1 1 3 
23 2 1 3 1 1 2 3 
24 1 1 3 1 1 2 • 3 
25 2 2 3 1 2 2 3 

clasificación de cada animal en los clases indicadas. 

P a s o 2: C o n s i s t e n c i a del conjunto de reglas 
El conjunto de 25 reglas con las que se< t raba ja , es consistente. Para verificar esto, se 
programó el Teorema 1. Por lo que los atr ibutos de decisión son totalmente dependientes 
de los atr ibutos de condición, y por lo tanto , los atr ibutos de condición son "suficientes" 
para tomar la decisión final y poder decir si un felino, incluido en la Tabla 1, pertenece o 
no, a las clases aportadas por el experto. 

P a s o 3: Determinación de los a t r i b u t o s indispensables 
El objet ivo en este paso es obtener la menor cantidad de atr ibutos de condición que sean 
necesarios para poder ubicar los animales en las diferentes clases, para esto se procede a 
eliminar un solo a t r ibuto de las Tablas 2 y 3, usando o t ra vez el Teorema 1 se verifica 
si el conjunto de reglas resultante es consistente o no. Dentro de los cálculos hechos, se 
obtuvieron dos reductos, los cuales se muestran en la Tabla 4. 

Debido a que el segundo conjunto de atributos contiene un menor número de elementos 
que el primero, el siguiente análisis se realizará considerando únicamente los atributos d, 
g y j , reduciéndose la tabla de información, a como se muestra en las Tablas 5 y 6. 

Como se puede notar en las Tablas 5 y 6, las siguientes reglas son las mismas: la 2 y 
3, la 10 y 11, la 12, 16 y 19, la 14, 15, 18, 23, 24 y 25, la 17 y 21 , la 20 y 22. 

El iminando las reglas repetidas en las tablas anteriores, se obtienen las 14 reglas que 
se muestran en la Tabla 7. 
P a s o 4: Obtención del núcleo de las reglas 
En esta parte se buscará el núcleo para cada una de las reglas de la Tabla 7, es decir, 
para cada regla se determinará el menor conjunto de atr ibutos de condición que sean 
indispensables. En este caso, la eliminación de las condiciones se hace regla por regla, 
a diferencia del paso anterior, donde el a t r ibuto debía ser eliminado simultáneamente en 
todas las reglas, lo que se traducía en la eliminación de columnas. 

E l núcleo para el conjunto de reglas se muestra en la Tabla 8, los atr ibutos que no son 
indispensables han sido sustituidos por el signo "—". 



























































































































X S I M P O S I O I N T E R N A C I O N A L D E M É T O D O S M A T E M Á T I C O S A P L I C A D O S A L A S C I E N C I A S : 1 3 0 - 1 3 9 

L I B E R I A 3 - 7 F E B R E R O 1 9 9 7 . W. Castillo - J. Trejos, Editores 

DESCRIPCIÓN D E C L A S E S M E D I A N T E 
C O N J U N T O S A P R O X I M A D O S 

J O S É L U I S E S P I N O Z A 1 - G E O V A N N I F I G U E R O A 1 

W A L T E R M O R A 1 - J A V I E R T R E J O S 1 , 2 

Resumen 

En esta ponencia abordamos el estudio de los llamados conjuntos aproximados 
(traducción del término inglés "rough sets"), introducidos por Z. Pawlak [10, 15]. Se 
hace un resumen de la teoría y luego se comentan aplicaciones de la implemetación 
computacional de los métodos sobre datos reales y simulados. 

P a l a b r a s c laves : conjuntos aproximados, reducción de atr ibutos , caracterización apro­
ximada. 

1 Introducción 

Se parte de un conjunto Í2 de n patrones, objetos o ' individuos ' , descritos por un vector de 
p atr ibutos cualitativos. Los n objetos están divididos en clases, que han sido observadas 
o bien definidas por un experto. Sin embargo, posiblemente los individuos no puedan ser 
clasificados de manera exacta, en su clase asignada a pr ior i , en términos de los valores de 
sus atr ibutos (al menos con la información disponible en el momento) . A veces los métodos 
estadísticos usuales fallan en la tarea de producir buenos resultados de clasificación, sobre 
todo si el conjunto de datos experimentales es muy pequeño. 

La idea de la clasificación aproximada es la siguiente: sea fi = \JYi donde las Y¿ 
son las clases definidas a priori. Dada la clase Yj, lo que se quiere es encontrar un 
conjunto de atr ibutos que caractericen totalmente a una 'buena aproximación' Yj de Yj. 
La aproximación Y- se construye vía una relación de equivalencia definida sobre Í2. Se 
t r a t a de encontrar una relación, definida por un conjunto de atributos P, en la que, en la 
medida de los posible, los elementos de Yj estén relacionados con elementos de Yj y que 
los elementos extraños a Yj, que queden relacionados con elementos de Yj, sean los menos 
posibles. 

D E P A R T A M E N T O D E M A T E M Á T I C A , I N S T I T U T O T E C N O L Ó G I C O D E C O S T A R I C A , C A R T A G O , C O S T A 
R I C A 

2 P I M A D , E S C U E L A D E M A T E M Á T I C A , U N I V E R S I D A D D E C O S T A R I C A , 2 0 6 0 S A N J O S É , C O S T A R I C A 
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La construcción de una aproximación de Yj permite también eliminar objetos y a t r ibu ­
tos redundantes en la caracterización de este conjunto. La reducción de atributos permite 
crear una dependencia entre un conjunto mínimo de atributos y un conjunto de 'decisiones' 
(variables explicativas y variables a explicar), lo que se constituye en un 'modelo' para Yj. 

La presentación que sigue está basada en los desarrollos teóricos de Z. Pawlak y sus 
colaboradores [8], [9], [10], [11], [12], [13], [15]. 

La implementación computacional, así como una descripción de los datos de los ejem­
plos se pueden ver en [3]. 

1.1 C o n c e p t o s básicos de c o n j u n t o s a p r o x i m a d o s 

Un conjunto aproximado es un modelo matemático, el cual usaremos para trabajar con 
clasificación aproximada. Existe una teoría determinística de conjuntos aproximados y una 
teoría probabilística. En ambos modelos, sin embargo, el objetivo central es caracterizar 
un concepto Yj en términos de los conceptos (elementales) P\, P2,Ps que constituyen 
una partición de í ) inducida por un subconjunto de atributos P. 

1.1.1 Relación de i n d i s c e r n i b i l i d a d 

Sea Q el conjunto de n objetos o patrones representado en la tabla de datos dada, íí = 

Sea Y = { Y i , Y2, • • • 7 Ye} una partición de Í2, en k clases, observadas o definidas por 
un experto. Cada Yj es un concepto. Por ejemplo, si Í2 es un conjunto de pacientes, Y\ 
podría denotar el concepto 'pacientes con recuperación satisfactoria' , etc. 

Sea X el conjunto de p atr ibutos cualitativos definido en la tabla de datos: 
X = {x1, x2,..., xp}; xi(u)h) es el valor del a t r ibuto xi en el individuo u>h. 

Dado P C X, P 9¿ 0, se define la relación P de la siguiente manera: 

ojiPuh W e P; x3{u)i) - xJ(Ljh). 

La relación P es una relación de equivalencia. La partición que induce la relación P 
sobre Q se denotará P*. Las clases de equivalencia se denotarán con corchetes, v.gr. [w,]p 
es la clase del objeto w¿. 

1.1.2 Aproximación de conjuntos 

Dado un conjunto de atr ibutos P C X, P induce una aproximación de Yj G Y. En 
realidad, la aproximación consta de dos conjuntos, una aproximación inferior, denotada 
P_(Yj), y una aproximación superior denotada P { Y j ) . P_{Yj) es el conjunto de objetos de 
Q, que pueden ser clasificados con certeza como pertenecientes a Yj, usando el conjunto de 
atr ibutos P y P{Yj) es el conjunto de objetos de Q que posiblemente pueden ser clasificados 
como pertenecientes a Yj, usando el conjunto de atributos P. 

A l conjunto F r p ( Y j ) = P{Yj) — P(Yj) se le l lama la P - f r o n t e r a de Yj. También es 
l lamada región de duda. 
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Formalmente, V Yj G Y: 

P{Yj) = {u £ íí ta l que [u]p CYj}, 

P(Yj) = {ujeü t a l que [w]pP|Y> / 0 } . 

Claramente P_{Yj) C P { Y j ) . Si la partición es muy 'gruesa' puede pasar que P(Yj) = 0. 
En la figuras 1, se i lustran los conceptos de aproximación superior e inferior. 

Ejemplo 1.: Consideremos la siguiente tabla de datos dada en la tabla 1. 

Tabla 1. 

Atr ibutos 
n X 1 XA X 

0 1 1 0 
U>2 2 1 0 1 
UZ 0 0 0 1 
U>4 1 0 2 0 
W5 0 1 1 0 
L06 2 1 0 1 
U>1 0 1 1 0 
üJg 1 0 2 1 
U>9 0 0 0 1 

Tabla 1: Tabla de datos 

Si P = {x2,x3,x4} entonces P* = { {u>i, w 5 , U J 7 } , {u>2, U J 6 } , {^ 3 , w 9 } , {u>4}, {u>8} } 
Sea Y\•= {u>\,u>3,u>7}, entonces: 

• P ( V i ) = 0, 

• P{Yi) - [ui] U [ÜJ3] = { wi,w 5,íJ7,a;3,ai9 } . 

Como se ve, respecto a P, los elementos de Vi no tienen certeza de ser bien clasificados: 
la relación P relaciona 'muchos' elementos de Vi con elementos extraños a Y j . 
Si consideramos Y2 = { u>2,k>3,u;4,ü;6 } entonces: 

• P(Y2) = W2,ÜJ6}U{U>4}, 

• P(Y2) = {u>2, w 6 } U { w 4 } U {u> 3,u> 9}. 

Como se ve, la relación P caracteriza muy bien los elementos de Y2 pues "casi siempre" 
relaciona elementos de Y2 con elementos de Y2. • 
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1.1.3 C a l i d a d de la aproximación 

La calidad de la aproximación del conjunto Yj respecto al conjunto de atributos P se define 

como: fip(Yj) = 1 = ) V
J ( • Claramente 0 < fip(Yj) < 1. fip(Yj) expresa la proporción 

Cetro J ) 

entre los objetos correctamente clasificados por P y todos los objetos que tienen alguna 
posibilidad de ser clasificados en Yj vía P. 

Del ejemplo 1 de la sección anterior, tendríamos que HP{Y\) = § = 0 y / ¿p (y 2 ) = | = 
0.6 

En el enfoque probabilístico, tratado más adelante, se usa una función de entropía para 
medir la caracterización del concepto Y\ por la partición P*. 

1.2 Caracterización a p r o x i m a d a 

Sea Y = { F i , Y2,..., Y¡c} una clasificación (disjunta) de Q, en k clases. La P - a p r o x i -
mación inferior y superior de Y se definen c o m o ' P ( Y ) = { P ( Y i ) , EÍY2),..., P(Yjt ) } y 
P(Y) = {P(Y1).P(Y2),...,P(Yk)}, respectivamente. 

La calidad de la aproximación de la clasificación V , por el conjunto de atributos P, 
está dada por: 

k 

J ^ c a r d P (Y t ) 

^ = < = 1 card n ' V 
que es una proporción entre los objetos correctamente clasificados, vía P , y todos los 
objetos de íí. 

Pawlak también propone como índice la exactitud de la aproximación de la clasificación 
Y. por el conjunto de atr ibutos P, mediante: 

k 

J^ c a r d P(Yi) 
. . . 7 p ( Y ) = ^ í _ . . 

¿ c a r d P (Y t ) 
«=1 

1.2.1 Reducción de a t r i b u t o s 

Decimos que un atr ibuto xJ de P , es redundante en P si P y P' = P - {xj} producen 
la misma partición de ü. En este caso, card(P*) = c a r d ( P ' * ) y, por supuesto, / i p ( Y ) = 
fiP,(Y). 

Los conjuntos de atr ibutos que no tienen atr ibutos redundantes se llaman independien­
tes, i . e. P es independiente si y sólo si para todo P ' C P, se tiene que cardP'* <cardP* . 
En o tro caso, el conjunto se l lama dependiente. Los subconjuntos de los conjuntos inde­
pendientes producen particiones más 'gruesas', pues hacen fusiones de clases enteras (no 
mezcla partes de clases). 
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Ejemplo 2. Respecto a la Tabla 1, el conjunto P = {x2,x3, x4} es independiente. Un 
cálculo rápido deja ver que: 

• P* = { {UJI,ÍJ5,U}7}, {u2,u6}, {u3,u>9}, {ÜJ4}, {üJg} } , 

• { X 2 , X 3 } * = { {W1,W 5 ,W 7},{W2 1U;6},{W3,W9},{W4,W8} } , 

• { X 2 , X 4 } * = { { w i , W 5 , < ^ } , { w 2 , W 6 } , { w 3 , W 8 , W 9 } , { a ; 4 } } , 

• {x3,x4}* = { {wi,a;5,W7},{a;2,^3,W6,u;9} , {w 8 } , {a» 4 } } , 

• WY = { {U>I,ÜJ2,U>5,UJ6,LL>7}, {U3,U4,US,U;9} } , 

• {x3}* = { {LJI,U5,U7}, {UJ2,U3,OJ6,U)9}, {ÍO4,UJS} } , 

• í ^ 4 } * = { {U1,U4,U5,U7}, {u2,U>3,U)6,UJ9,Ug} } .-

En cambio, el conjunto P i = { xx,x2,x4 } es dependiente pues: 
P* = {x\x2}*= { {U!,UJ5,UJ7},{U2,ÜJ6},{U3,U9},{U4},{US} } . 

Obsérvese que 4 } y { x 1 , ^ 2 } producen la misma partición de íí , pero ambos son 
independientes • 

Sean P, R C X ,se dice que el conjunto de atributos R depende del conjunto de atributos 
P si se da la inclusión de relaciones P C R , es decir, si R es más 'gruesa' que P . Esto 
también se denota P —>• P . En los conjuntos independientes, los atr ibutos no dependen 
entre sí, es decir, V¿, j : {x1} —f+ {x3}. 

P' C P es una reducción del conjunto de atributos P si es un conjunto maximal en P , 
es decir, si P ' es independiente y no está contenido en otro independiente (de P ) . Por 
supuesto, el conjunto de atr ibutos X, definido por la tabla de datos, puede tener más de 
una reducción. 

En la práctica, nos interesa lo que se denomina el conjunto mínimo: el 'más pequeño' 
conjunto independiente de X que asegura la misma calidad de la clasificación Y hecha por 
las reducciones de X. Igual que las reducciones, pueden haber varios conjuntos minimales. 
En el ejemplo 2, {x2,x3,x4} y {xl,x2} son reducciones, pero este último es un conjunto 
min imal . 

Toda la presentación anterior corresponde al enfoque llamado determinístico de los 
conjuntos aproximados. En ** se puede encontrar un tratamiento para tablas de datos 
incompletos. Para este caso, con la información disponible, un experto completa los datos 
de t a l manera que un individuo x¿ puede estar representado por uno o más juegos de 
vectores ( a i , a ^ r ) , de acuerdo a las posibles situaciones que se puedan presentar a la luz 
de la 'poca' información disponible. En este contexto las 'clases' se traslapan, pero esto 
no afecta las definiciones de apoximación superior e inferior. 
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2 Resultados numéricos 

Se ha aplicado la implementación computacional a varios juegos de datos [3]. 

1. Dos conjuntos de datos simulados [17]. 

2. Datos zoológicos [1]. 

3. Datos de los almacenes [4]. 

4. Datos de los peces de A m i a r d [2]. 

En particular 

a. Datos de cáncer de pecho: son datos provenientes de M . Zwit ter fc M Soklic 3 . 
La tabla contiene observaciones sobre 9 atr ibutos explicativos sobre 286 individuos 
que han tenido cáncer del pechi divididos en 2 clases: con cáncer recurrente (85 
pacientes) y no recurrente (201 pacientes). Los atr ibutos explicativos son: edad 
(6 modalidades), edad de la menopausia (3 mods.), tamaño del tumor (11 mods.), 
inv. nodes (7 mods.), node caps (2 mods.), grado de malignidad (3 mods.), pecho 
(2 mods.), localización (5 mods.) y radiación (2 mods.). Nosotros seleccionamos al 
azar una muestra de 70 pacientes para crear el archivo de aprendizaje, dejando el 
resto de los pacientes para el archivo de test. 

b. Datos de los pintores [6]: en 1708, Roger de Piles, miembro de la Academia Francesa 
de P in tura y Escultura, publicó la obra "Balance de los Pintores" , que, entre otras 
críticas sobre la p intura de su época, contiene el juicio del experto sobre 56 pintores 
según cuatro criterios: composición, dibujo , color y expresión, dado en forma de 
nota en la escala de 0 (mínimo) a 20 (máximo). Los pintores estn divididos en 
8 clases, según la escuela a la que pertencen: Renacimiento, Manierista, Seicento, 
Veneciano, Lombardo, X V I , X V I I , Francés. En vista del carácter cuantitat ivo de 
las variables explicativas, nosotros las codificacmos en 3 clases cada una, usando un 
método objet ivo óptimo [5], usando el algoritmo de Fisher de particionamiento con 
una sola variable. 

En la tabla 2 presentamos los principales resultados obtenidos, con las seis tablas 
de datos. La tabla contiene la información del número de objetos, número de atributos 
explicativos, número de clases a esplicar, número de reducciones obtenidas, número de 
atributos por reducción, número de clases de objetos para la primera reducción, exactitud 
de la aproximación para la primera reducción y calidad de la aproximación para la primera 
reducción. 

En la tabla 2 se puede apreciar que hay dos tipos de resultados. Por una parte, las 
tablas con bastantes atr ibutos , para las que se reducen los atr ibutos mediante la metodo­
logía estudiada y que forman bastantes clases; esto es normal ya que entre más variables 
explicativas menos chance tienen dos individuos de ser "indiscirnibles". En tales casos se 

3 U n i v e r s i t y Medical Centre , Institute of Oncology, L j u b l j a n a , Eslovenia. 
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Tabla 
de datos 

Características 
de las tablas 

Características 
de las reducciones 

Resulta 
para la I a 

dos 
reduc. 

# # # # reduc. # atrib # clases para exactitud de calidad de 
objetos atrib. c ases por reduc. 1° reduc. la aprox. la aprox. 

simulados 1 100 3 2 1 2 4 0.25 0.40 
simulados 2 20 5 2 1 4 6 0.667 0.80 
zoológicos 101 16. 7 8 11 59 1.0 1.0 
felinos 30 14 4 6 6 ó 8 26 1.0 1.0 
vagotomía 77 11 4 2 9 74 0.949 0.974 
cácer de pecho 70 9 2 3 7 70 1.0 1.0 
almacenes 100 4 2 1 4 15 0.25 0.4 
pintores 54 4 8 1 4 28 0.147 0.314 
Amiard 23 16 3 25 4,5 ó 6 23 1.0 1.0 

Tabla 2: Características de las tablas de datos analizadas y resultados obtenidos para la 
primera reducción de cada ejemplo, mediante conjuntos aproximados 

obtiene buena calidad en la aproximación (incluso, en 4 casos la aproximación es exacta y 
en los datos de vagotomía es casi exacta). Por o t ra parte, para los conjuntos con cuatro o 
menos atributos los resultados son muy pobres. En efecto, entre menos atributos se tengan 
menos chance habrá de encontrar reducciones (en los datos de almacenes y pintores, no se 
encontró ni siquiera una reducción), lo que significa que todos los atr ibutos explicativos 
son significativos. Quedan clases muy numerosas (por simple combinatoria) y por lo tanto 
la calidad de la aproximación debe ser pobre. Nosotros pensamos que quizás los modelos 
probabilísticos de conjuntos aproximados puedan servir para mejorar la caracterización de 
conjuntos de datos con estas características. 

Queremos destacar que los resultados que nosotros obtenemos sobre los datos zoológi­
cos y de felinos concuerdan con los resultados obtenidos por otros investigadores [ 1 , 17]. 
Los resultados son también muy buenos para la segunda tabla de datos simulados y los 
datos de vagotomía, lo cual también concuerda con otros resultados [17, 13]. Finalmente, 
los resultados obtenidos para los datos de cáncer de pecho hacen pensar la ut i l idad de este 
método para la caracterización de pacientes con esta enfermedad. Una descripción más 
detallada de estos resultados y sus interpretaciones será próximamente abordada. 

Presentamos a continuación un ejemplo de resultados obtenidos, ta l como se obtienen 
en el programa (excepto la formación de clases). En particular, se puede apreciar la 
exactitud de la aproximación para cada una de las clases a explicar. La formación de las 
clases para las reducciones se puede aoreciar en [3] 

2.1 D a t o s d e cáncer d e p e c h o 
********* RESUMES DE RESULTADOS ********* 

HOMBRE DEL ARCHIVO DE DATOS: brcanc2.dat 

IUHER0 DE IHDIVIDU0S 70 

HUMERO DE ATRIBUTOS 9 
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HAY 3 REDUCCIONES 

1 1 1 1 0 1 1 1 0 

1 1 1 0 1 1 1 1 0 

1 1 1 0 0 1 1 1 1 

CADA REDUCCION TIENE 70 CLASES 

EXACTITUD DE LA APROXIMACION PARA CADA CLASE 

Clase # P_Inf P_Sup Exactitud 

==> [1] 48 4.800000CO00E+01 4.8000000000E+01 1.OOOOOOOOOOE+00 

==> [2] 22 2.2000000000E+01 2.2000000000E+01 1.OOOOOOOOOOE+00 

EXACTITUD DE LA APROXIMACION ==> 1.OOOOOOOOOOE+00 

CALIDAD DE LA APROXIMACION ==> 1.OOOOOOOOOOE+OO 

2.2 D a t o s d e los p i n t o r e s 

********* RESUMEN DE RESULTADOS ********* 

NOMBRE DEL ARCHIVO DE DATOS: pintor2.dat 

NUMERO DE INDIVIDUOS 54 

NUMERO DE ATRIBUTOS 4 

HAY 1 REDUCCIONES 

1 1 1 1 

CADA REDUCCION TIENE 28 CLASES 

EXACTITUD DE LA APROXIMACION PARA CADA CLASE 

Clase # P.Inf P-Sup Exactitud 

==> [1] 10 4.OOOOOOOOOOE+00 1.8000000000E+01 2.2222222222E-01 

==> [2] 7 2 OOOOOOOOOOE+OO 1 .3000000000E+01 1 .5384615385E-01 

==> [3] 6 0 OOOOOOOOOOE+OO 2 .1000000000E+01 0 OOOOOOOOOOE+OO 

==> [4] 9 4 OOOOOOOOOOE+00 1 .4000000000E+01 2 8571428571E-01 

==> [5] 7 2 OOOOOOOOOOE+00 2 .OOOOOOOOOOE+Ol 1 .0000000000E-01 

==> [6] 4 3 OOOOOOOOOOE+OO 6 .OOOOOOOOOOE+00 5 .OOOOOOOOOOE-Ol 

==> [7] 7 2 OOOOOOOOOOE+00 1 .4000000000E+01 1 .428S714286E-01 

==> [8] 4 0 OOOOOOOOOOE+OO 9 .OOOOOOOOOOE+OO 0 .OOOOOOOOOOE+OO 

EXACTITUD DE LA APROXIMACION ==> 1.4782608696E-01 

CALIDAD DE LA APROXIMACION ==> 3.1481481481E-01 
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3 Conclusiones y perspectivas 

De acuerdo con los resultados obtenidos hasta el momento, podemos decir que la teoría de 
conjuntos aproximados es útil para caracterizar una partición de un conjunto de objetos 
mediante la determinación de un subconjunto de atributos que son necesarios, entre todos 
los atr ibutos observados sobre los objetos. Destacamos que dentro de nuestro t raba jo , des­
arrollamos una metodología objetiva para codificar una tabla con variables cuantitativas; 
ésto nos permite t r a t a r tablas con variables cuantitativas a través de una codificación. 

Quedan algunos problemas abiertos y que aún no han sido abordados, según la b i ­
bliografía consultada. En primer lugar está el tratamiento de datos cuantitativos; además 
de la codificación opt imal que usamos, nosotros creemos que quizás pordría pensarse en 
considerar 'clases' de objetos en el sentido de que u)i,u)h están relacionados según un con­
j u n t o de variables cuantitativas P si W € P : \x3(u>i) — x3(ujh)\ < (j, donde í j es un 
rango de tolerancia que tendría asociado la variable x3, t a l que se considere los valores 
como 'parecidos' (este valor de e2 podría calcularse a part i r de una medida de dispersión, 
ta l como la desviación estándar, la desviación cuart i l o la ampl i tud ) . En segundo lugar, 
está la definición de una red neuronal a part ir de las caracterizaciones de las clases obte­
nidas a través de los conjuntos aproximados, siguiendo la idea de Sethi y desarrollada por 
Lechevallier [7], que construye una red neuronal a par t i r de un árbol de decisión. 
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Resumen 
Se presenta un problema ilustrativo de dinámica de fluidos y algunas bases para 

resolverlo numéricamente usando elementos finitos. Un método alternativo se prepara 
con ideas de multirresoluciones y ondeletas. 

1 Introducción 

Este artículo es el primero de una posible serie sobre las aplicaciones de multirresoluciones 
y ondeletas a la solución numérica de un problema de dinámica de fluidos. La meta es 
comparar, con un ejemplo, los diferentes métodos de solución basados en elementos finitos 
y multirresoluciones. Estas notas describen el problema, notaciones y una conexión entre 
las multirresoluciones y elementos finitos. La motivación del problema está en el estudio 
práctico del efecto que tiene un emisario submarino en el ambiente. 

Un emisario submarino consiste en una serie de tuberías que descargan desperdicios 
orgánicos en el fondo marino. A l proponer la construcción de este t ipo de estructuras es 
necesario estudiar el efecto que estas tienen en el ambiente. Un primer paso es simular el 
comportamiento de las descargas, para esto hay que describir el movimiento que produce 
la descarga de un fluido en otro . La formación del flujo de aguas negras en el agua de mar 
se le l lama plume, es una forma ci l indrica que aumenta de diámetro con el t iempo. 

Las ecuaciones en derivadas parciales que describen el movimiento del plume se basan 
en los principios de conservación. Hay varios métodos que se usan para resolver estas 
ecuaciones, algunos se basan en diferencias finitas y elementos finitos. En años recientes 
han surgido nuevas herramientas basadas en ideas de ondeletas y multirresoluciones para 
la resolución numérica de las ecuaciones en derivadas parciales. 

En la sección 1 se revisan algunos principios de conservación y las ecuaciones que 
se derivan. En la sección 2 se describen rápidamente, para referencia fu tura , un par de 
modelos ya establecidos. La sección 3 presentan definiciones básicas y una conexión entre 
elementos finitos y multirresoluciones. 

' E s t e trabajo fue posible gracias al apoyo ofrecido por el Programa de Estudios Ambientales de la 
Escuela de Biología de la Universidad de C o s t a R i c a . 
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2 Principios de conservación 

Hay varios principios de conservación que se usan para describir las ecuaciones de un fluido, 
algunos de estos son los principios de conservación de masa, momento y concentración. 
Antes de verlos se describe algo de notación. 

Siguiendo [1] y [2], se define a Í2 como una región abierta de R™ (n usualmente es 2 ó 3) 
con frontera localmente lipschitziana, i.e., todo punto de la frontera tiene una vecindad que 
es localmente una función lipschitziana. La razón de esta definición es permit i r flexibilidad 
para incluir regiones con esquinas, por ejemplo un fluido en un cubo. La función escalar 
p\t, x) es la densidad del punto x £ R™ en el momento t; 4>(t.x) la función de flujo del 
fluido: la posición de la partícula x en el momento t se denota <pt{x) = <j>{t,x), el camino 
que sigue una partícula x es a(t) — <t>t{x). Se denota el vector velocidad por v(t,x) = 5J¿, 
la concentración por c(t,x), la presión por p(t,x) y un campo vectorial que representa las 
fuerzas exteriores por / ( í , x). 

El concepto de derivada material de una función escalar ib{t, x) aparece a menudo, esta 
es la derivada usual de ^ ( í , (¡>(t, x)) en función de t: Dtp/Dt = di¡)/dt + v • Vi/>. 

2.1 Conservación d e m a s a 

El principio de conservación de masa dice que el cambio en la masa de una región arb i trar ia 
W C Q depende de la masa que entra por la frontera de W y que sale de dW. O t r a forma 
de entenderlo es decir que la masa de la región W permanece constante mientras se mueve, 
o sea, 

p(t,x)dx = 0. (1) 
t(W) 

- I 

El axioma anterior es equivalente a las siguientes condiciones 

Dp 
t+pd\vv = 0 (2) 

^ + div(pv) = 0 (3) 

dt 
pdx = - / pv • nds (4) 

Jw JdW 

La equivalencia entre 2 y el principio de conservación de masa 1 se da por un teorema 
llamado el teorema, de transporte [1]. Pasar de 2 a 3 es usar la definición de derivada 
material , la condición 4 es el primer axioma que se menciona y se conecta con los demás 
al usar Stokes: J g w pv • ndS = f w V • (vp)dx, y tomar una sucesión de dominios W, que 
convergen a un punto . A las ecuaciones 2 y 3 se les l lama ecuaciones de continuidad. 

2.2 Conservación d e l m o m e n t o 

Un principio análogo a la ley de Newton se aplica en el caso de los fluidos: la variación 
de la cantidad de momento depende de las fuerzas exteriores que se aplican al objeto y de 
las tensiones internas. Este es el principio de tensión de Cauchy: sea r ( í , x , n ) un campo 
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vectorial con n un vector unitar io (las tensiones internas actuando en la superficie del 
elemento de control ) , sea v(t, x) un campo vectorial, p(t,x) una función positiva, y f{t,x) 
un campo vectorial; este sistema (v,p,f,r) cumple el principio de tensión de Cauchy si: 

— / pvdx= f pf dx-\- ( r ds, (5) 
dt J(t>t(W) J<¡>t(W) Js, 

donde 5¡ es la frontera de 4>t(W). La ecuación que se deduce de este principio es conocida 
como la forma ¡ocal del balance del momento, primera ley de Cauchy o la ecuación de 
movimiento: 

P^ = pf + VT, (6) 

donde T es un tensor llamado tensor de tensión, que proviene del campo vectorial r : 
r ( f , x , n) = T(t, x)n, y Dv/Dt es la derivada material de v(t, x). 

2.3 F l u i d o s i d e a l e s 

Un fluido ideal es un fluido incompresible y perfecto. En un fluido perfecto las tensiones 
tangenciales en la superficie no existen, la ecuación se simplifica al suponer el vector T • n 
paralelo a n para todo vector unitario n. Así, el tensor T puede describirse con ayuda una 
función escalar p(t, x) l lamada presión del fluido. Un fluido incompresible es un fluido en 
donde el volumen de una región arb i t rar ia de Í2 no cambia al trasladarse con el t iempo, 
un cálculo muestra que esto es equivalente a que div v = 0. Las ecuaciones de un fluido 
ideal resultan ser: 

Dv , „ • , 
P~jy£ — Pf ~~ ecuación de movimiento 

= 0 ecuación de continuidad ^ 
Dt 

div v = 0 incompresibilidad 

Algunas veces la ecuación de movimiento aparece en otra forma equivalente, que puede 
deducirse de la definición de derivada material Dv/Dt (nótese que v es un campo vectorial 
y no una función escalar): 

/9(^ + ( ü 'V ) i ;) = / ' /"V p ' (8) 

Un cálculo, (v • V ) u = | V t ; 2 — v x ( V X v), permite escribir la ecuación de movimiento de 
o t ra forma famil iar en la l i t e ratura : 

dv 1 „ 2 — + - W - i> x ( V x v) 
ot 2 Pf ~ Vj>. (9) 

2.4 F l u i d o s v i s c o s o s , ecuación d e N a v i e r - S t o k e s 

En general los fluidos no son perfectos. Hay tensiones tangenciales de entre las tensiones 
internas, ta l cual el movimiento de una sopa espesa con o t r a mas l iviana. Estas tensiones 
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producen nuevos términos en la ecuación de movimiento que aparecen al suponer que 
el tensor T depende de variables como la velocidad, la divergencia de la velocidad, la 
densidad y otros. 

Para un fluido compresible aparecen dos constantes A y p. La constante u se le l lama 
usualmente viscosidad dinámica, la constante A está sujeta a debates, usualmente es nula, 
pero no lo es en el caso de velocidades grandes. Las ecuaciones de movimiento que resultan 
se l laman ecuaciones de Navier-Stokes. Para fluidos compresibles se tiene: 

P~ = pf-Vp+(X + u ) V ( d i v v) + pAv 

y en el caso de un fluido incompresible: 

Dv 1 _ , . . . . 
_ = / _ _ V p + i / A t ; , (11) 
Dt p 

con v — p/p es la viscosidad cinética. 

(10) 

2.5 N ú m e r o d e R e y n o l d s y F r o u d e , e c u a c i o n e s d e S t o k e s 

El concepto de similitud dinámica sirve para comparar sistemas que tienen los mismos 
comportamientos aunque tengan dimensiones físicas diferentes, es de ut i l idad para hacer 
experimentos a escala. Se ve en la siguiente sección un ejemplo de lo anterior con el modelo 
RSB. Para comparar los sistemas se usan varios valores que caracterizan las ecuaciones 
de movimiento, como el número de Reynolds y el número de Froude. Los problemas de 
dinámica de fluidos se separan en dos familias, una en las que el número de Reynolds es 
pequeño y otros en los que no, la primera es más sencilla que la segunda. En el caso de 
números de Reynolds pequeños la ecuación de movimiento se simplifica al eliminar los 
términos (v • V ) v y dv/dt de la ecuación de Navier-Stokes, así se obtiene las ecuaciones 
de Stokes: 

-i/Av + V p = / 
Vw = 0 

2.6 Conservación de l a concentración 

El caso que nos ocupa necesita que se estudie la mezcla de dos fluidos en una región Q, 
se requiere algún principio que describa el comportamiento de la concentración de las 
especies que están en el ambiente. Simplificamos las cosas al suponer que el cambio de la 
concentración sólo se produce por el movimiento mecánico de los fluidos. 

La idea que se usa es que si sólo hay difusión por movimiento de los fluidos, la variación 
con respecto al t iempo de la concentración es nula: esto se describe por la ecuación 
Dc/Dt — 0 [3]. Como esto es una derivada material se obtiene: dc/dt + v • V e = 0. Con 
la ecuación de continuidad se obtiene: 

(12) 
(13) 

— (pe) + v • V (pc ) + pcV • v = 0. (14) 
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3 Modelos U M y R S B 

Para referencia y comparaciones futuras se mencionan dos de los muchos modelos d i s t r i ­
buidos por la agencia de protección ambiental de los Estados Unidos para el estudio de 
descargas de aguas negras en el océano. El primero se basa en ecuaciones simplificadas 
que se deducen de los principios de conservación. El segundo es un modelo experimental 
basado en los números de Froude. 

3.1 M o d e l o U M 

A l integrar las ecuaciones 3, 7, 14 sobre un elemento de control —vea [4] y [ 5 ]— y con 
un sistema de coordenadas adecuado, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias con las variables masa m, velocidad de la corriente U, velocidad del plume V, 
densidad del plume p, densidad del ambiente pa, vector de gravedad g, radio del plume 6, 
espesor del elemento del plume h: 

Conservación de masa, 

Conservación del momento, (15) 

Conservación de energía. 

La ecuación de conservación de masa incluye el término extra p./4.ía|V|. Este término 
proviene de la aspiración inducida de Taylor. La constante a se le l lama a veces constante 
de aspiración. El valor At es el área de la sección del plume en contacto con el ambiente, 
el área de aspiración de Taylor. Su valor es At = 2nbh. El valor del coeficiente de área Ap 

es 
Ap = nbAb + 2bh - ^b2j^h. (16) 

Para completar este sistema otras ecuaciones se ocupan, entre ellas una ecuación de estado 
para el ambiente y para el plume: 

m = pirb2h Cálculo para la masa. . ^ 1 
p = p(T, c) Ecuación de estado. 

El sistema consiste en tomar diferencias finitas discretizando la variable de t iempo. Enton­
ces las expresiones con derivadas pasan a ser expresiones discretas y se obtiene un sistema 
recurrente fácil de programar. 

3.2 M o d e l o R S B 

Roberts, Snyder y Baumgartner produjeron modelos en laboratorios que simulan la situa­
ción del emisario submarino a escala. Los datos que resultan se agrupan en una serie de 
fórmulas y así se produce el modelo RSB. El modelo se basa en el número de Froude, se 
calcula el numero de Froude de la situación real para predecir con los datos experimentos 
suevolución. Detalles de los cálculos se pueden encontrar en [6], [7] y [8]. 

— = -PApU + pAta\V\ 
dm 
~dt 

d{mV) 
dt 

d{mp) 
dt 

vdjn 
dt 

dm 

ra­
pa 

= Pa dt 
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4 Elementos finitos y multirresoluciones 

4.1 P r o b l e m a s v a r i a c i o n a l e s y e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s 

El problema de encontrar soluciones de una ecuación diferencial es, en algunas aplicaciones 
(como en problemas estáticos), una consecuencia de un principio físico descrito en forma 
variacional. La equivalencia entre la ecuación diferencial y el problema variacional es básica 
para escoger el algoritmo que lo resuelve. Por ejemplo, a una ecuación lineal Lu = f se 
le asocia una funcional I(v) = (Lv,v) — 2(f,v), con (•, •) el producto interno del espacio 
en que se t raba ja . Buscar un mínimo para la funcional / equivale a resolver la ecuación 
Lu = / , es decir invert ir el operador L . La prueba de esto no es difícil suponiendo que L 
sea un operador simétrico y positiva. A la ecuación Lu = / se le l lama la ecuación de Euler 
de / . O t r o problema asociado a la ecuación Lu — / es encontrar u t a l que (Lu, v) = (/, v) 
para todo v, esto es lo que se l lama la forma débil o la forma de Galerkin de la solución 
del problema. 

4.2 E l e m e n t o s finitos 

Antes de ver algo sobre elementos finitos se da una lista de algunos espacios de funciones 
importantes: 

X>(Q) : = { / € C°° ( í í ) : s o p / compacto } , 
Wm'p(Q) := {fe Lp(Sl) :dafe LP(Ü), \a\ < m}, 

Hm(fy : = Wm'2(ü) 
W 0

m ' p ( í í ) : = Clausura de V(íl) en Wm>p{Q). 

Análogamente, se definen V(Q,Rn), Wm'p((l,R"), etc., como espacios de funciones de 
valores vectoriales con componentes en los espacio de 18. Entonces se define: 

V ( f i ) : = { u e V(Q,Kn) : div u = 0 } , 
H : = Clausura de V ( í í , K n ) en L2(ü), 
V : = Clausura de V ( í í , K n ) en ff¿(Q,Rn). 

A l espacio Wm'p(íl) se le l lama espacio de Sobolev, con m G N y 1 < p < oo, es un espacio 
de Banach con la norma (||í¿||íy">,P(ÍJ))p = Z)|a|<m II^^IILPCÍÍ)- Aquí a = (ai, •••,«„) G 
Nn, \a\ = ai + • • • + an y dau = d^u/dx^1 • --dx^. A l tomar p = 2, Hm(Sl) es un 
espacio de Hi lbert con el producto escalar definido por ((u, v))fjm^ = YL\a\<m{daui dav), 
Se define a íí como en la Sección 1, aunque nos l imitamos ahora al caso n = 2. 

La idea de los elementos finitos es aproximar las soluciones de una ecuación en derivadas 
parciales por medio de descomposiciones del espacio en donde están [2], [9], [10]. Si el 
problema es resolver una ecuación Lx = y con y € K dado, xeKyLK-^H. Se 
"aproximan" los espacios K y H con ciertos espacios Kn y Hn donde el problema Lx — y 
sea mas fácil. Un primer concepto que se necesita es el de aproximaciones externas e 
internas: 
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Una aproximación externa de un espacio normado W consta de un espacio normado 
F, un isomorfismo wW —> F y una tr ip le ta {Wh,Ph, rh}heH* c o n Wfc u n espacio normado, 
Ph Wh —> F una función lineal continua y W —> Wh una función. En el caso de F — W 
y w la identidad tenemos una aproximación interna de W. 

A los operadores ph y r / i se les l lama, respectivamente, operadores de prolongación (o 
extensión) y restricción. Se necesita ahora, algún concepto de error al hacer la aproxima­
ción: 

Definición 1 Para h £ H, u £ W y Uh £ Wh se dice que: \\wu — PhUh\\F es el error 
entre u y Uh, \\uh — r^u||v^h es el error discreto entre u y Uh, \\wu — Ph^huWF es el error 
de truncaje de u. 

Las ideas de estabilidad y convergencia para estos operadores son: 

Definición 2 El operador de extensión se dice estable si la norma dada por \\ph\\ = 
suPuhewh \¡Phuh\\F c o n \\uh\\wh = 1, se puede acotar superiormente independientemente 
de h. 

Definición 3 Se tiene una aproximación externa convergente si se cumple lo siguiente: 
Para todo u £ W se tiene lim/j-^o Ph^hU = wu en la topología fuerte de F. Para todo 
sucesión Uh de elementos de Wh, h —> 0, tal que PhUh converge a algún elemento 4> en la 
topología débil de F, tenemos <j> = wu para algún u £ W. 

E j e m p l o 1: u n a aproximación i n t e r n a d e H Q ( S I ) 

Antes de ver la aproximación, se define para un h > 0 una triangulación admisible de íí 
al conjunto Sh, que es una famil ia de triángulos s (en el caso general para n £ N se tiene 
n-símplices), que cumplen lo siguiente: 

1. íí(¿) = U € s f c * c f i , 
2. Si s y s' £ Sh => s n s' = 0, donde s es el interior de s y además s D s' es o bien 

vacío, o bien una cara de ambos triángulos. 

Para cada triangulación Sh se le asocian varios números, p(h) = s u p s £ 5 / i ps, p'(h) = 
in f s g5 h /3 ' s , o(h) — supseSh(ps/p's), donde ps es el diámetro de la bola más pequeña que 
contiene a s y p's es el diámetro de la bola más grande que está contenido en s. 

Una triangulación es regular si cr(h) permanece acotado mientras p(h) —> 0, y si Q(h) 
converge a Í2 si para cada conjunto compacto K C íí , existe un S ( K ) > 0 ta l que 
p(h) < S ( K ) => K C íl(h). Se denota a HQ al conjunto de triangulaciones regulares de íí. 

Para definir la aproximación interna de HQ(Q) se da primero una triangulación admi­
sible Sh de ü, se define el espacio Wh como el espacio de funciones continuas con soporte 
Q(h) y cuyas componentes son polinomios de grado menor o igual a 2 en cada triángulo 
s £ Sh- Su producto escalar esta inducido por el de HQ(£1). 

Para definir una base de Wh se recuerda que todo polinomio de orden menor o igual 
que 2 está únicamente determinado por sus valores en los vértices Ai y puntos medios AÍJ 



S O B R E M U L T I R R E S O L U C I O N E S , E L E M E N T O S F I N I T O S Y UN P R O B L E M A D E D I N A M I C A D E F L U I D O S 1 4 7 

( i ^ j) de las aristas de cada triángulo .s. La unión de estos puntos se denota Uh, y los 
puntos de Uh que están en el interior de Q(h) se denota Uh- La propiedad anterior implica 
que existe una única función Uh £ Wh que toma valores dados en los puntos M £ Uh-
Construyendo con esto funciones WhM ta l que WhM(M) = 1, WhM(P) = 0, para todo 
P £ Uh, P ^ M, (M € Uh), se obtiene una base de Wh, es decir Uh = YLM&4H

 uh{M)whM 
para toda función Uh £ Wh-

Se define el operador de extensión por la identidad: PhUh = t t / i , para todo tí/¡ £ Wh 
y el operador de restricción para una función u £ V(Q) por rhu(M) = u(M), para todo 
M £ ZY/i. Finalmente se tiene la siguiente propiedad: la aproximación interna de H¿(íl) 
definida en lo anterior es estable y convergente si h está en una triangulación regular de 
íí. Para probar esto se acota la expresión \\phT~hU — u\\ y se obtiene para una triangulación 
regular: \\phfhu — u\\ < c(u)p2(h)a(h) < c(u)ap2(h), para un par de constantes a y c(u) 
que dependen de la condición de la triangulación regular y de la función u. 

E j e m p l o 2: aproximación e x t e r n a d e V 

Para este caso se define primero el espacio F como H¿(Q) y w es la identidad, el espacio 
Vh es un subespacio de Wh del ejemplo anterior pero con funciones con componentes que 
son polinomios de grado a lo más 2, ta l que en cada triángulo s de Sh se tiene Js Vuh = 0. 
Esto último es la condición discreta de V u == 0. El operador de extensión es, como 
antes, la identidad, ya que Vh C HQ(Q). El operador de restricción es más delicado por las 
condiciones extras: es rhU = Uh = u\ + u2, para u £ V, con u\ definido por u\(M) = u(M) 
para todo M £ Uh, y u\ es una corrección para que rhU esté en Vh- Se puede probar [2] 
que con estas últimas definiciones esta aproximación externa de V es estable y convergente 
si h está en una triangulación regular TÍQ de íl. 

4.3 E l p r o b l e m a d e S t o k e s 

Volviendo al caso de las ecuaciones de Stokes 12, 13, se describe el problema en forma 
variacional para después aplicar las aproximaciones de los elementos finitos. Primero note 
que la ecuación -i/Au + V > = / para / £ L 2(Í2) se puede escribir al tomar productos 
escalares con una función v £ V y se obtiene (-vAu + Vp,v) = (f,v). A l integrar por 
partes el término (-Au,v), se obtiene. £ ¿ ( V u ¿ , Vu¿) = {(u,v\), y la parte ( V p , v) pasa a 
ser -(p, Vv) = 0, así se obtiene: v((u, v)) = (/, v) para v £ V. Esta última ecuación es la 
que se maneja con las aproximaciones por elementos finitos, al util izar el procedimiento 
del ejemplo anterior y demostrar que en efecto este produce una sucesión de valores un 

que convergen a la solución u de v((u, v)) = (/, v) para v £ V, a medida que p(h) —> 0. 

4.4 M u l t i r r e s o l u c i o n e s 

Una multirresolución es una de las herramientas principales en la construcción de las 
ondeletas [11, 12]. La idea es aproximar un espacio, en este caso L2(Rn), por subespacios 
crecientes con propiedades especiales: 

file:////phT~hU
file:////phfhu
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Definición 4 Una multirresolución de L 2 ( R n ) es una sucesión creciente Vj, j G Z , de 
subespacios lineales cerrados de L 2 ( R n ) con las siguientes propiedades: 

¡- C\j£7. V3 = { 0 } , U j e z vj € S denso en L2(Rn) para todo j é Z . 

2. f(x) 6 Vj f(2x) G Vj+Í, V¿ G Z ; 

5. / ( z ) G Vj <=* f(x - 2->k) G Vj, Vife G Z ; 

^. existe una función g(x) G Vo ía/ aue la sucesión {g(x — k) : k G Z n } es una ¿ase de 
fí¿es2 de Vo-

Una base de Riesz de un espacio de Hi lbert H es una sucesión {e^}^gpj que genera 
un subespacio denso en H, t a l que hay dos constantes A > B > 0 con #||a | | /2(R) < 
||IZafc efcll ^ ^ l l a l l / 2 ( R ) ) para todo a G / 2 ( R ) . Estas condiciones son equivalentes a tener 
un isomorfismo T l2(N) —>• Una multirresolución es r-regu¡a.r ( r G N) si la función g 
cumple \dag(x)\ < Cm(l + | x | ) - m , para todo entero m y todo multi-índice a = ( a j , • • - a n ) 
con |a| < r . 

Hay varios usos para las multirresoluciones, se mencionan dos que interesan en este 
contexto. Una multirresolución puede servir para construir una base ortogonal de algún 
espacio (como L 2 (R™)), que se compone de los dilatados y los trasladados de alguna función 
o famil ia de funciones tpi, • • •, V'm 

es decir las funciones (x) = ipi(ax + b) forman una 
base del espacio (la base de ondeletas). Aquí a es un factor de escala que puede ser una 
matriz o un escalar (como 23) y b un factor de traslación. 

Las multirresoluciones también pueden usarse para aproximar funciones de un espa­
cio, la naturaleza de la definición es para eso: los espacios Vj son los espacios en donde 
quedan las aproximaciones. Esto ya hace pensar en la analogía entre este concepto y el 
de elementos finitos. Antes de ver una propiedad que permite ligar las nociones, hay unas 
propiedades básicas que se necesitan: 
T e o r e m a 1 Sea { V2: : j G Z } una multirresolución de L 2 ( R n ) . Entonces hay dos cons­
tantes c i > e 2 > 0 tal que para casi todo £ G R n se tiene c\ < Ylk líH£ + 2kn)\2 < c\., con 
k G Z™. Con esto, si además 4> G L 2 ( R " ) se define por 

entonces { 4>(x — k) : k G Z n } es una base ortonormal de Vo-

O t r a propiedad que cabe mencionar es que (^ A . \g(£ + 2kn)\2)1^2 es una función C°° 
cuando la función g es r-regular. 

Estas propiedades, entre otras cosas, preparan el camino para fabricar una base de 
ondeletas del espacio L 2 ( R n ) , pero además permiten construir el puente entre las m u l t i ­
rresoluciones y los elementos finitos. 
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4.5 C o n e x i ó n e n t r e m u l t i r r e s o l u c i o n e s y e l e m e n t o s finitos 

Como se vio antes las ideas de "extensión" y "restricción" son básicas para los elementos 
finitos. Las propiedades de estos operadores que ahora describimos, conectan y permiten 
una primera comparación entre las multirresoluciones y elementos finitos. 

Tomamos en lo que sigue la región íl = R™, aproximándolo por el retículo T — / i Z n , con 
h > 0. Se puede dar una construcción general de los operadores de extensión y restricción 
con dos funciones A y p con las siguientes propiedades: 

1. Sea A £ L°° (R" ) con soporte compacto y J X(x) dx — 1; 

2. Sea p £ i / 1 ( R " ) con soporte compacto, J pdx = 1 y dap(2kn) = 0 cuando k £ Z n , 
k ¿ 0 y 0 < |cv| < r ; 

3. u y A se relacionan por / \(x)p(y)(x — y)a dx dy = 0 con 1 < \a\ < r. 

Ahora se define la extensión y la restricción por: 

(rhu)(hk) = h~n J \(h~lx - k)u(x) dx (19) 
{phuh)(x) = J2keZ" uh{hk)p{h-lx - k) (20) 

con u £ L2(Rn) y k £ Z " y uh e / 2 ( r ) . 
J . P. A u b i n demuestra en [13] que las condiciones anteriores implican que si 0 < s < r y 

u € / / , s ( R n ) , entonces pk^hiu) converge a u en la norma de Hs(Rn) mientras que h tiende 
a cero. Finalmente, la conexión de estos operadores con las multirresoluciones r regulares, 
es que la función g que genera la base de Riesz cumple la propiedad de la función u cuando 
g es de soporte compacto, se obtiene con esto una nueva visión de los elementos finitos 
pero con toda la maquinaria extra de las ondeletas que se puede aprovechar. Es posible 
probar que la función ó cumple la propiedad da4>(2kn) = 0 para todo k £ Z " \ {0 } y 
|a¡ < r . A l derivar la relación 18 entre 4> y g, se obtiene dag(2kn) = 0, es decir, la función 
g cumple la condición necesaria para generar una extensión en el sentido de 19. El retículo, 
que se puede usar, tomando h — 2~J, es r¿ = 2 _ J Z n . La extensión Pj f 2 (F¿) —> ¿ 2 ( R " ) es 
dado por a(y) ^ f(x) = £ 7 e r 7 a(-y)g(2:'(x - 7)). 

5 Conclusiones 

Las últimas secciones hablan solo de una de las técnicas con las que se aproximan soluciones 
de ecuaciones diferenciales. Los elementos finitos y diferencias finitas resultan ser dos 
métodos con muy buenos resultados para estudiar casos en que la geometría del problema 
es complicada (una región Í2 complicada). Los métodos espectrales dan resultados mas 
precisos en regiones sencillas. Los métodos mixtos buscan aprovechar y j u n t a r todas estas 
diferentes técnicas para mejorar las aproximaciones. Las ondeletas, por su naturaleza, son 
una buena herramienta para aplicarlas a estos métodos mixtos. 

En trabajos futuros se prepara lo necesario para dar comparaciones numéricas entre los 
métodos que se mencionaron en estas notas y ver el camino para dichos métodos mixtos. 
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M U L T I V A R I A T E E L L I P T I C A L L Y C O U N T O U R E D 
L I N E A R M O D E L S 

A . K G U P T A 1 

In this article t h a main results of the Mul t ivar ia te el l iptically countered linear models 
are considered. Mul t ivar ia te el l iptically countered linear models arise in many áreas of 
application. See the reference given in this paper for some of these applications. Note 
that applicatios of Mul t ivar ia te el l iptically countered linear models are not exhausted by 
applications in physics, mult ivariate statistical analysis, and the theory of nonordened 
structures. Now, theory of random matrices is also used in the theory of stabi l i ty of 
solutions of stochastic systems, in linear stochastic programming, in molecular chemistry 
and in the theory of experiment design. 

This paper is designed for statisticians, mathematicians, physicists, scientists, and 
engineers of different specialties, who use random matrices and theoretical-probability 
methods in their work. 
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OPTIMIZACIÓN C O N R E C O C I D O S I M U L A D O P A R A 

E L P R O B L E M A D E A S I G N A C I O N CUADRÁTICA Y 

C O M P A R A C I O N E S C O N O T R A S TÉCNICAS D E SOLUCIÓN 

M I G U E L A N G E L G U T I É R R E Z A N D R A D E 1 - S E R G I O D E L O S C O B O S S I L V A 2 

B L A N C A R O S A P É R E Z S A L V A D O R 2 

Resumen 

El objetivo de este artículo es presentar la bondad de la técnica de recocido si­
mulado para el problema de asignación cuadrático, así como los lincamientos a seguir 
para implementarlo en la computadora. Para tal propósito, se presentan tres métodos 
alternativos de solución del problema: un método exacto, un método heurístico y un 
método de búsqueda local. El método exacto y el heurístico que se seleccionaron, se 
reportan en la literatura como los más eficientes, vea [BUR90]. El análisis compa­
rativo de los cuatro algoritmos se hizo en cuanto a tiempo de ejecución, así como a 
su cercanía con el valor óptimo de la función objetivo, cuando se conoce tal solución. 
Adicionalmente se prueba para las instancias de Nugent. Para cada algoritmo se re­
porta la experiencia computacional y al final se hace un análisis comparativo de los 
cuatro métodos. 

P a l a b r a s c lave : recocido simulado, algoritmos heurísticos, problema de asignación cua­
drático, optimización matemática, simulación matemática. 

1 Descripción 

Una variante importante del problema de localización clásico, es cuando el costo asociado 
por colocar una planta en un determinado lugar depende no únicamente de las distancias 
entre plantas y de las demandas respectivas, sino también de la interacción con otras 
plantas. 

Una formulación matemática de esta problemática fue inicialmente planteada por Ko-
opmans y Beckmann ( [ K 0 0 5 7 ] ) y consiste en minimizar 

1 U N I V E R S I D A D A U T Ó N O M A M E T R O P O L I T A N A - A Z C A P O T Z A L C O , D E P A R T A M E N T O D E S I S T E M A S , A V E ­
NIDA S A N P A B L O 1 8 0 , C O L . R E Y N O S A , C P . 0 2 2 0 0 , M É X I C O D . F . ; E - M A R - : G A M A @ H P 9 0 0 0 A 1 . U A M . M X 

2 U N I V E R S I D A D A U T Ó N O M A M E T R O P O L I T A N A - I Z T A P A L A P A 
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n n 

f(n) = aikh(i)*(k) ( i ) 

donde n es una permutación del conjunto N = { 1 , 2 , . . . . , » } y a,*;, para i,k = 1 , . . . ,n, 
son números reales. Equivalentemente, se desea encontrar una permutación n del conjunto 
.V que minimice el valor en (1.1). 

Una interpretación del problema planteado consiste en suponer que n módulos se han 
colocado en un tablero y se han conectado por medio de "alambres". Los módulos deben 
colocarse de manera que la longitud to ta l del alambre que los conecta sea mínima. 

Denote la distancia entre las posiciones i y k en el tablero por a¿¿. Sea bj¡ el número 
de conexiones entre el módulo j y el módulo /. Entonces una permutación n del conjunto 
.V = { 1 , 2 , . . , n } asigna una posición en el tablero a todo módulo. Si j se sitúa en la posición 

está situado en la posición k, el producto ancb^^i)^) es la longitud del alambre entre 
los módulos j — ir (i) y / = n(k). Por lo tanto la longitud t o t a l del alambrado es 

n n -

52 ¿2 <*«*&ir(«>(* ) , 
t '=l k=l 

y el problema se reduce a 

n n 

minimizar z = ^ ] T aikbn{i)n(k) 

i=l k=l 
El problema anterior, se conoce comúnmente en la l i t eratura como el problema de asigna­
ción cuadrático ( Q A P ) . Una formulación similar del Q A P es aplicable para el diseño de 
paneles de control y teclados de máquinas. Existen muchas otras aplicaciones del Q A P 
por ejemplo: problemas de ubicación de edificios, planeación de hospitales; en deportes, 
en problemas de calendarización; en sistemas de información, un orden óptimo para inte-
rrelacionar datos en una cinta magnética; en química, para analizar reacciones químicas 
para componentes orgánicas; en balancear turbinas para autos de carreras; en arqueología, 
modelos para ordenar datos arqueológicos. 

2 Algoritmo Exacto 

Se conoce que el problema de asignación cuadrático es NP-duro (vea [BUR90]) . Por 
lo tanto , hasta ahora, únicamente se conocen algoritmos de enumeración implícita que 
resuelven el problema de manera óptima. En esta sección se describe un algoritmo para 
encontrar las soluciones óptimas que según experiencia computacional de Burkard (vea 
ÍBUR90]) es de los algoritmos más eficientes que se conocen para resolver el problema de 
manera exacta. Este método se conoce como el método de la perturbación. 

2 . 1 Descripción del algoritmo 
El algoritmo de ramificación y acotamiento se puede describir como sigue: Sea M C N 
donde N — { 1 , 2 , . . . , n } . Denote por Sn el conjunto de todas las permutaciones n de N. 
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La restricción de ir a M se l lama permutación parcial (ir.M). Además sea (¡>M — {ir g 
Sn\nM = ( T , M)} denote el conjunto de todas las permutaciones que son extensiones de 
la permutación parcial (ir, M). Se define ir(M) = {7r(¿)|¿ g M}. 

Sea una instancia de un problema de asignación cuadrático con matrices A y B y una 
permutación parcial (ir, M) dada. Una permutación ir g &M tiene la función objetivo 
siguiente: 

(2) 
i . p G M ¡ € M p £ M i,p&M 

la primera suma en (2.1) puede calcularse de manera exacta conociendo la permutación 
parcial (ir, M). Para la segunda y tercera sumatoria en (2.1) se puede encontrar una cota 
inferior resolviendo un problema de asignación lineal con una matriz de costos. C = (c,j) 
(i g1 M, j £ ir(M)). Sin embargo la solución óptima de este problema de asignación lineal 
da sugerencias de como debe hacerse una asignación simple (i —> j) en el paso siguiente. 
Las coeficientes c,j se escogen como cotas inferiores para la contribución de la asignación 
simple i a j en el valor de la función objetivo z(ir). Estas cotas inferiores cy, pueden 
determinarse de la siguiente manera. En principio 

aubjj + Y (aipbjw(p) + apibn(P)j) 

peM 

es la contribución a c<¿, que depende de la permutación parcial (ir,M). Este valor puede 
mejorarse por un paso de reducción. 

Reducción de la matr iz A : 

Es fácil mostrar que 

( i * A f ) ? 
pgAÍ , p ^ t 

= aip-ái (i,p £ M;i / p); 

= a t p - a p (i,p<¿ M;i¿p). 

a, 

es la contribución adicional que aparece en c¿j, si la asignación simple (¿ —> j) se hace. En 
forma análoga la matr iz B puede reducirse y esto permite un mejoramiento de la cota. 
La cota puede aún mejorarse. La idea es que se puede obtener una cota inferior para 
todos los productos escalares £ " = 1 a¿6T(¿) de dos vectores a y b no negativos, si el orden 
de los elementos del vector a se t oma en forma creciente y el de los elementos del vector b 
se toma en forma decreciente y formamos el producto escalar (a, b) de estos dos vectores 
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ordenados. Si se aplica lo anterior para reducir los elementos a i p (i,p £ M;i ^ p) y bjq 

U' Q & j ^ q) y se definen los vectores: 

at = (aip\p M , p / ¿) i g* M, 

bj = {b]q\q$ir{M),q¿ j) ¿ g T T ( M ) , 

entonces (a, b) es una contribución adicional a la cota c,j ( l lamada la "cota de Gi lmore" ) . 
Ahora se resuelve un problema de asignación lineal con matriz de costos C = (c¿y) (i g' 
M , j g" ir(M)). La experiencia computacional (vea [BUR90]) muestra que estos problemas 
deben resolverse en forma óptima. Sea zj_, el valor de la función objetivo y (c,j) los 
costos reducidos en la solución óptima del problema de asignación lineal con coeficientes 
de costo C{j. Entonces una cota inferior para el valor de la función objetivo en (2.1) de las 
permutaciones ir 6 <PM es 

Z(4>M) — Y aipb*(i)Mp) + Z L -

La ramificación en el método de la perturbación viene dada de la siguiente forma: Se 
inicializa con la permutación parcial, en la que M es el conjunto vacío. Sea z una cota 
superior para el valor óptimo de la función objetivo. Si Z_{4>M) < z se escoge una pareja 
de índices (i, j) i g" M, j g1 n(M) por las reglas de costos alternativos, reemplace M por 
M U {i} y extienda la permutación parcial por la asignación simple (i —> j). Para esta 
nueva permutación parcial (ñ, M) se calcula una nueva cota z((p¡^). Los coeficientes c¿, 
nuevos pueden obtenerse a par t i r de la solución óptima del último problema de asignación 
lineal. Si \M\ = n — 2, el valor de las dos permutaciones correspondientes se calcula de 
manera exacta y eventualmente la cota- z se mejora. Si z((f>j^) > z, se regresa a la última 
permutación parcial encontrada (7r ,M) con z_((f)^j) < z. La asignación simple (i —>• j), 
seleccionada en la última transición de (7r, M) a su sucesor, se el imina y la correspondiente 
entrada (i, j) de la matr iz C = (c¿j) se bloquea. Si el elemento bloqueado es el primer 
elemento bloqueado en la matr iz C — (c¿j) correspondiente a (n, M), una nueva asignación 
simple se escoge en el mismo renglón o columna. Si el renglón i (o columna j) contiene 
más elementos bloqueados, la nueva asignación simple se t oma sobre este renglón índice 
(columna índice). Si esto no es posible se regresa a la permutación parcial predecesora de 
la permutación parcial (x , M). La solución óptima tiene el valor z cuando el conjunto M 
se hace vacío por segunda ocasión. 

Las reglas de costos alternativas usados son las siguientes. Sea 7r* una solución óptima del 
problema de asignación lineal con costos c¿j y sean (c,j) denoten los costos reducidos en 
el tableau óptimo. Calcule para todo las expresiones 

a¿ — m i n c¿,; di — min c p 7 r »( , ) ; 
P'P^ 

el valor a,-+/?¿ constituye una cota inferior para el incremento de la cota z¿ , si la asignación 
simple (i -¥ n*(i)) no se realiza. Se puede escoger la pareja (i, ir*(i)) para la siguiente 
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asignación simple que tiene costos alternativos maximal . Por lo tanto se determina el 
índice i que resuelve el problema: 

max(a , + fii) 

y a part i r de aquí se define la nueva permutación parcial (ñ, M): 
M = Mü{i} 
ñ(i) — n*(i) 
ñ(p) = n(p) para toda p € M. 

2.2 Experiencia computacional 

La prueba del algoritmo se llevó a cabo generando instancias del problema de asignación 
cuadrático de manera aleatoria. Para la matriz A se generaron números aleatorios entre 
0 - 100 y para la matr iz B se generaron números aleatorios entre 0 - 50. Para cada valor 
de n = 5 ,6 ,7 ,8 ,12 se generaron 100 instancias. La-Tabla 1 reporta el t iempo promedio. 
Cabe mencionar que para n = 13 el programa tardó más de 6 horas en una instancia 
generada aleatoriamente, por lo que se decidió cortar la tabla hasta el valor de n = 12. 

A L G O R I T M O 
E X A C T O 

n t iempo (seg.) 
5 0.08 
6 0.25 
7 1.03 
8 3.98 

10 73.45 
12 1713.99 

A L G O R I T M O 
E X A C T O 

n tiempo (seg.) 
5 0.06 
6 0.22 
7 0.61 
8 2.70 

12 520.31 

Tabla 1. Tabla 2. Problemas de Nugent. 

Adicionalmente, para cada uno de los valores anteriores de n se corrieron los problemas 
de prueba de Nugent (vea [NUG68] ) . Los resultados de estas ejecuciones aparecen en la 
Tabla 2. 

3 Algoritmo heurístico 

Como ya se ha mencionado, el problema de asignación cuadrático es NP-duro y desde el 
punto de vista práctico, es imposible resolver instancias "grandes" del problema. Existen 
instancias con n = 20 para las que hasta la fecha no se conoce la solución óptima (vea 
[NUG68] y [BUR90] ) , por lo que cuando se requiere resolver problemas de mayor tamaño, 
se debe recurrir a algoritmos heurísticos que no necesariamente obtienen la solución óptima 
del problema, pero dan una "buena" solución. Burkard y Stratmann ([BUR78] y [BUR90]) 



OPTIMIZACIÓN CON RECOCIDO SIMULADO PARA EL PROBLEMA DE ASIGNACION . . . 157 

proponen un algoritmo para encontrar soluciones subóptimas al problema que denominan 
el método de incrementar grado de l ibertad. Este algoritmo se describe a continuación. 

3.1 Descripción d e l a l g o r i t m o 

l 'sando la notación de la sección anterior, se comienza con el conjunto vacío M y se escoge 
de manera arb i t rar ia un índice i $ M y se asigna este índice ¡ a u n índice j £ { 1 , 2, . . . , n } , 
tal que z(j) sea min imal . Para j £" n(M) se define z(j) por 

z{j) = aabjj + Y iaipbjn(P) + aPibn(P)j] + Y aPib^(ph(q) 
p£M p,q£M 

(3) 

y para j = n(io), io G M; k g ir(M) se define z(j) por 

z{j) = aabjj + aioiobkk + au0bjk + a¿0^fcj 
+ J2peM\{i0}[aipb3Tr(p) + apibir(p)j + aiopbkir(p) + api0bn(p)k] 
+ Ylp,q<¿M\{i0} apqb-n(p)ir(q)i 

(4) 

se define m = |M| + 1. Para determinar para i $ M un índice j £ { l , . . . , n } con valor 
minimal z(j), se tienen que evaluar m(n — m + 1) sumas de la forma (3.1) o (3.2). Como 
m(n - m + 1) se incrementa con m = 1, 2 , [ f ] este método se l lama el método de incre­
mentar grados de l ibertad . La permutación final que se obtiene por este método depende 
de la sucesión de índices i que se escojan. Por lo tanto , si se realiza este procedimiento con 
sucesiones diferentes de índices i (es decir, diferentes permutaciones de la sucesión básica 
i = 1. 2 , n ) , se obtendrán diferentes soluciones. Se puede tomar ventaja de esta obser­
vación y ejecutar el método para selecciones diferentes de los índices libres i £" M. En el 
programa, la subrut ina de asignación se repite REP veces comenzando con permutaciones 
generadas aleatoriamente para los índices i. 

3.2 E x p e r i e n c i a c o m p u t a c i o n a l 

Se uti l izaron las mismas 100 instancias generadas para la prueba del algoritmo exacto 
para n — 5,6, 7,8,10,12 y se generaron aleatoriamente 100 instancias para cada valor de 
n = 15,20,25,30 con las mismas características, ya descritas en el algoritmo exacto, para 
las matrices A y B. La Tabla 3 reporta el t iempo promedio. 
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A L G O R I T M O 
HEURÍSTICO 

n t iempo (seg.) 
5 0.08 
6 0.16 
7 1.28 
8 3.44 

10 1.01 
12 2.03 
15 4.75 
20 14.55 
25 35.02 
30 71.80 

A L G O R I T M O H E U R I S T I C O 
Mejor Solución Valor Tiempo 

n Conocida (seg.) 
5 50 (óptima) 50 0.11 
6 86 (óptima) 86 0.17 
7 148 (óptima) 148 0.28 
8 214 (óptima) 226 0.44 

12 578 (óptima) 612 2.03 
15 1150 (óptima) 1202 4.78 
20 2570 2774 14.56 
30 6124 6630 71.84 

Tabla 3. Tabla 4. Problemas de Nugent. 

Para n = 5 ,6 ,7 ,8 ,12 ,15 ,20 ,30 se corrieron los problemas de prueba de Nugent (vea 
[NUG68]) . Los resultados de estas ejecuciones aparecen en la Tabla 4. 

4 Algoritmo de recocido simulado 

El algoritmo de recocido simulado puede usarse para atacar este problema y obtener 
soluciones que no necesariamente son óptimas pero se puede mostrar un comportamiento 
muy favorable del método con respecto a instancias que se conoce la solución, así como 
para aquellas instancias que no se conoce la solución óptima pero se conoce una mejor 
solución. Para aplicar el algoritmo de recocido simulado se necesitan definir ciertos puntos 
que a continuación se describen. 

4.1 Descripción del algoritmo 

Como ya se ha mencionado, el espacio de soluciones consiste de todas las permutaciones 
de n elementos. Para cada permutación TT, se define la función de costo como 

n n 

/ ( * ) = ] L A ' A ( t M p ) - ( 5 ) 
¿=i p-i 

La generación de nuevas soluciones se hace a part i r de tomar permutaciones que difieran de 
la actual en únicamente dos cambios. Se comienza con una permutación n y se seleccionan 
aleatoriamente dos índices i y k y a par t i r de estos índices se define la nueva permutación 
ñ por 

ñ(t) = n(k), ft(k) = (6) 

ñ(l) = TT(/ ) , •/ = 1,2, . . . n , l^i,k. 
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La diferencia en la función de costo entre la solución actual y la nueva solución generada 
a part ir del cambio i, k puede calcularse de la siguiente expresión: 

A / = Y [ ( f l t ' ' - afc')(&7r(fc)7r(í) - bir(i)n(l)) + (ali ~ « / i ) (&7r(í)*(/t) - (7) 
l=l,l¿i,k 

+(a,-,- - akk){K(k)-n(k) ~ &*(»)»(«)) 

+(a¿fc - a-ki){K(k)-x(i) ~ fc«(t)*('fc))'" 

donde A / denota la diferencia en el costo entre la solución propuesta menos la solución 
actual al hacer el intercambio. Si A / < 0, entonces ñ tiene un valor en la función objetivo 
menor que JT. Usando estas observaciones se puede establecer el algoritmo de recocido 
simulado. 

El Paso 1 del algoritmo se hace tomando una permutación aleatoria, del valor objetivo 
de esta permutación aleatoria se toma c 0 igual al 20% del valor objetivo de esta permuta­
ción aleatoria y se inicia un ciclo de r — 2n veces el Paso 6, contabilizando el porcentaje 
de soluciones más malas que la actual aceptadas. Si este porcentaje es mayor o igual al 
30%, entonces se toma el valor co si no es el caso, se incrementa un 10% y se repite el 
proceso hasta cumplir la condición de aceptación del 80% de soluciones malas. A part ir 
de aquí, se procede con el algoritmo, cada vez que se ejecuta el Paso 7, se decrementa el 
valor del parámetro de control con c f - 0 . 9 x c y r f - l . 0 5 x r . E l proceso continúa hasta 
encontrar un valor de c en el que, dentro del Paso 6, no se acepte ninguna nueva solución. 

A l g o r i t m o de R e c o c i d o S i m u l a d o p a r a e l P r o b l e m a de Asignación Cuadrático 

Propósito: Obtener una permutación n que minimice el valor de la función en (1.1). 

Descripción: 
P a s o 1: Tome c un valor grande apropiado. 
P a s o 2 : Obtenga una permutación aleatoria n del conjunto { 1 , 2 , . . . , « } . 

Obtenga el valor correspondiente de la función objetivo f ( i r ) . 
P a s o 3: Asigne el valor verdadero a la variable lógica C H A N C E . 
P a s o 4: Si la variable C H A N G E tiene valor falso, entonces pare. 
P a s o 5: Haga C H A N G E igual a falso. 
P a s o 6: Repita los puntos 1-9 r veces. 

1. - Tome una permutación arb i t rar ia de dos cambios ñ 
2. - Evalué el valor A / de la expresión (20) 
3. - Si A / < 0 entonces vaya a 7. 
4. - Sea P ( A / ) = e x p ( - A / / c ) . 
5. - Genere un número aleatorio x, uniformemente distr ibuido en (0, 1). 
6. - Si x > P ( A / ) entonces vaya a 9. 
7 - Acepte la nueva permutación n f - f , f(ir) f - f(n) + A / . 
8.- Si A / T¿ 0 entonces C H A N G E f - verdadero. 

http://cf-0.9xcyrf-l.05xr
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9.- Fin del paso 6. 
P a s o 7 Reduzca c e incremente r . 
P a s o 8 Vaya al paso 4. 

4.2 E x p e r i e n c i a c o m p u t a c i o n a l 

Se uti l izaron las mismas 100 instancias generadas de manera aleatoria para n = 5,6,7,8, 10, 
12, 15, 20,25, 30 que se usaron para el algoritmo heurístico, con las características ya des­
critas. La Tabla 5 reporta el t iempo promedio. La Tabla 6 reporta los resultados para las 
instancias de prueba de Nugent. 

5 Algoritmo de búsqueda local 

Uno de los puntos importantes del algoritmo de recocido simulado es el hecho de que 
cada vez que se ejecuta el P a s o 6 del mismo, no solamente acepta permutaciones n 
para las que se tenga un mejor valor objetivo, sino que también se aceptan con cierta 
probabilidad permutaciones cuyo valor objetivo es más malo. Con el objeto de poder 
comparar los resultados del algoritmo de recocido simulado con el algoritmo de búsqueda 
local correspondiente, también se implemento este último en la computadora. 

A L G O R I T M O 
R E C . S I M . 

n t iempo (seg.) 
5 1.73 
6 2.25 
7 2.98 
8 3.79 

10 6.40 
12 12.73 
15 15.21 
20 20.04 
25 28.62 
30 43.65 

A L G O R I T M O R E C O C I D O S I M U L A D O 
Mejor Solución Valor Tiempo 

n Conocida ( s e g- ) 
5 50 (óptima) 50 0.27 
6 86 (óptima) 86 1.27 
7 148 (óptima) 148 1.58 
8 214 (óptima) 214 1.76 

12 578 (óptima) 578 2.86 
15 1150 (óptima) 1150 14.17 
20 2570 2570 36.80 
30 6124 6150 76.13 

Tabla 5. Tabla 6. Problemas de Nugent. 
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A L G O R I T M O 
BUS. L O C . 

n t iempo (seg.) 
5 0.13 
6 0.21 
7 0.29 
8 0.43 

10 0.79 
12 1.07 
15 2.40 
20 5.64 
25 11.11 
30 20.96 

A L G O R I T M O B U S Q U E D A L O C A L 
Mejor Solución Valor Tiempo 

n Conocida (seg.) 
5 50 (óptima) 50 0.11 
6 86 (óptima) 86 0.22 
7 148 (óptima) 148 0.28 
8 214 (óptima) 214 0.33 

12 578 (óptima) 592 1.32 
15 1150 (óptima) 1178 2.41 
20 2570 2644 5.27 
30 6124 6354 15.81 

Tabla 7. Tabla 8. Problemas de Nugent. 

5.1 Experiencia computacional 

Se uti l izaron las mismas 100 instancias generadas de manera aleatoria para n = 5,6, 7,8,10, 
12. 15.20, 25, 30 que se usaron para los algoritmos anteriores. La Tabla 7 reporta el t iempo 
promedio empleado por el a lgoritmo. La Tabla 8 reporta los resultados para las instancias 
de prueba de Nugent. 

6 Análisis comparativo de los métodos 

Como ya se mencionó, se generaron en forma aleatoria instancias del problema de asig­
nación cuadrático. Para cada una de estas instancias generadas, se corrieron los cuatro 
algoritmos y se calculó el t iempo promedio de solución. Los resultados aparecen en las 
Tablas 1. 3, 5 y 7 respectivamente y aparecen para los cuatro algoritmos en la Tabla 9. 

Cabe mencionar que el t iempo de solución del algoritmo de recocido simulado es muy 
variable, ya que depende en gran medida del valor inicial del parámetro de control c, 
del número r de veces que se ejecuta el paso 6 (del algoritmo) y de la forma en que se 
reduzca el parámetro c y se incremente el parámetro r. Para el análisis realizado en este 
documento, se tomó un valor inicial de c de ta l manera que la tasa de aceptación de 
las permutaciones propuestas fuera mayor o igual a 0.8 y los decrementos fueran del 0.1 
(paso 7 del a lgor i tmo) . El número r inicial que se tomó en cada caso fue r = 2 x n y 
los incrementos fueron de 0.05 (paso 7 del a lgor i tmo) . También se calculó la eficiencia de 
cada uno de los algoritmos por medio de la ecuación (6.1) La ecuación (6.1) se usó para los 
valores de n — 5, 6, 7 ,8,10,12. Para los valores mayores de n , como no se puede calcular la 
solución óptima, la eficiencia se calculó tomando como base el valor zrec, esto es, el valor 
objetivo que da el algoritmo de recocido simulado y se usó la ecuación equivalente: 
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eficiencia = 1 — (8) 

Los cálculos que aparecen en la Tabla 9 son con base en los promedios obtenidos en 
las 100 instancias resueltas para cada valor de n de los valores en la función objetivo de la 
solución correspondiente. En la Tabla 9, puede observarse que las eficiencias del algoritmo 
de recocido simulado son las más elevadas y los tiempos de ejecución del algoritmo de re­
cocido simulado, crece de manera razonable; incluso, para instancias pequeñas se obtienen 
tiempos de ejecución más grandes que para el algoritmo heurístico. Esta situación cambia 
para valores de n grandes. 

O t r a característica importante del algoritmo de recocido simulado es que las variacio­
nes en las soluciones obtenidas al resolver una misma instancia con soluciones iniciales 
diferentes, es mucho menor que las variaciones en las soluciones que dan los otros dos 
algoritmos, esto es, la solución del algoritmo de recocido simulado es menos dependiente 
de la solución inicial proporcionada. En cambio para el algoritmo heurístico y más aún, 
para el algoritmo de búsqueda local, las soluciones dependen en gran medida de la solución 
con que se inicialice. Este comportamiento se puede observar en la Tabla 10 en donde se 
muestran los resultados al ejecutar cada uno de los algoritmos 100 veces con soluciones 
iniciales generadas de manera aleatoria para cada uno de los problemas de Nugent. 

A L G O R I T M O 

E X A C T O H E U R I S T I C O REC. S I M . BUS. L O C . 

n eficien. t iempo eficien. t iempo eficien. t iempo eficien. t iempo 
(seg-) (seg.) (seg.) (seg.) 

5 1.00 0.08 0.9891 0.08 0.9999 1.73 0.9747 0.13 
6 1.00 0.25 0.9803 0.16 0.9982 2.25 0.9666 0.21 
7 1.00 1.03 0.9767 0.28 0.9936 2.98 0.9676 0.29 
8 1.00 3.98 0.9737 0.44 0.9899 3.79 0.9630 0.43 

10 1.00 73.45 0.9684 1.01 0.9905 6.40 0.9629 0.79 
12 1.00 1713.99 0.9674 2.03 0.9940 12.73 0.9512 1.07 

15 — — 0.9693 4.75 1.0000 15.21 0.9640 2.40 
20 — — 0.9512 14.55 1.0000 20.04 0.9518 5.64 
25 — — 0.9527 35.02 1.0000 28.62 0.9551 11.11 
30 — 0.9543 71.80 1.0000 43.65 0.9580 20.96 

Tabla 9. Comparación de los algoritmos para resolver el Q A P 

con respecto al t iempo de ejecución y a su eficiencia. 
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H E U R I S T I C O REC. S I M . BUS. LOC. 
n Mejor Media Peor Mejor Media Peor Mejor Media Peor 
5 50 51.6 58 50 50.4 58 50 55.2 62 
6 86 88.5 94 86 86.3 92 86 90.2 94 
7 148 153.9 164 148 148.7 156 148 154.5 172 
8 214 228 252 214 215.3 222 214 224.5 248 

12 578 620.3 662 578 600.2 640 578 610.8 650 
15 1188 1231 1294 1150 1172 1214 1150 1204 1290 
20 2692 2749 2794 2570 2657 2728 2604 2680 2742 
30 6488 6636 6766 6124 6333 6442 6242 6364 6496 

Tabla 10. Comparación entre los algoritmos heurístico, recocido simulado 
y búsqueda local con respecto a la dependencia de la solución inicial 
Finalmente se hará mención que todos los programas computacionales y las ejecuciones 

de los mismos, se realizaron en una computadora 486 de 33 mhz. 

7 Conclusiones 

Las pruebas computacionales con el problema de asignación cuadrático, revelan un ex­
celente comportamiento del algoritmo de recocido simulado. Las soluciones subóptimas 
difieren en 1-2% de la mejor solución conocida. Además si se ejecuta el procedimiento va­
rias veces con diferentes valores iniciales, se obtienen en todos los casos la solución óptima 
o las mejores soluciones que se conocen (según sea el caso). Por o t ra parte, la implementa-
ción del algoritmo en la computadora, no requiere de gran capacidad de memoria y permite 
un t iempo razonable para obtener buenas soluciones en las computadoras personales. 
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El objetivo de este art́ıculo es presentar la bondad de la técnica de
recocido simulado para el problema de asignación cuadrático, aśı como
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tal propósito, se presentan tres métodos alternativos de solución del
problema: un método exacto, un método heuŕıstico y un método de
búsqueda local. El método exacto y el heuŕıstico que se seleccionaron,
se reportan en la literatura como los más eficientes, vea [BUR90].
El análisis comparativo de los cuatro algoritmos se hizo en cuanto
a tiempo de ejecución, aśı como a su cercańıa con el valor óptimo de
la función objetivo, cuando se conoce tal solución. Adicionalmente se
prueba para las instancias de Nugent. Para cada algoritmo se reporta
la experiencia computacional y al final se hace un análisis comparativo
de los cuatro métodos.
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1 Descripción

Una variante importante del problema de localización clásico, es cuando el
costo asociado por colocar una planta en un determinado lugar depende no
únicamente de las distancias entre plantas y de las demandas respectivas,
sino también de la interacción con otras plantas.

Una formulación matemática de esta problemática fue inicialmente planteada
por Koopmans y Beckmann ([KOO57]) y consiste en minimizar

f(π) =
n∑
i=1

n∑
k=1

aikbπ(i)π(k) (1)

donde π es una permutación del conjunto N = {1, 2, ...., n} y aik, bik para
i, k = 1, ..., n, son números reales. Equivalentemente, se desea encontrar una
permutación π del conjunto N que minimice el valor en (1.1).

Una interpretación del problema planteado consiste en suponer que n
módulos se han colocado en un tablero y se han conectado por medio de
“alambres”. Los módulos deben colocarse de manera que la longitud total
del alambre que los conecta sea mı́nima.

Denote la distancia entre las posiciones i y k en el tablero por aik. Sea
bjl el número de conexiones entre el módulo j y el módulo l. Entonces una
permutación π del conjunto N = {1, 2, .., n} asigna una posición en el tablero
a todo módulo. Si j se sitúa en la posición i y l está situado en la posición k,
el producto aikbπ(i)π(k) es la longitud del alambre entre los módulos j = π(i)
y l = π(k). Por lo tanto la longitud total del alambrado es

n∑
i=1

n∑
k=1

aikbπ(i)π(k),

y el problema se reduce a

minimizar
π

z =
n∑
i=1

n∑
k=1

aikbπ(i)π(k)

El problema anterior, se conoce comúnmente en la literatura como el pro-
blema de asignación cuadrático (QAP). Una formulación similar del QAP
es aplicable para el diseño de paneles de control y teclados de máquinas.
Existen muchas otras aplicaciones del QAP por ejemplo: problemas de ubi-
cación de edificios, planeación de hospitales; en deportes, en problemas de
calendarización; en sistemas de información, un orden óptimo para interrela-
cionar datos en una cinta magnética; en qúımica, para analizar reacciones
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qúımicas para componentes orgánicas; en balancear turbinas para autos de
carreras; en arqueoloǵıa, modelos para ordenar datos arqueológicos.

2 Algoritmo Exacto

Se conoce que el problema de asignación cuadrático es NP-duro (vea [BUR90]).
Por lo tanto, hasta ahora, únicamente se conocen algoritmos de enumeración
impĺıcita que resuelven el problema de manera óptima. En esta sección se
describe un algoritmo para encontrar las soluciones óptimas que según ex-
periencia computacional de Burkard (vea [BUR90]) es de los algoritmos más
eficientes que se conocen para resolver el problema de manera exacta. Este
método se conoce como el método de la perturbación.

2.1 Descripción del algoritmo

El algoritmo de ramificación y acotamiento se puede describir como sigue:
Sea M ⊆ N donde N = {1, 2, ..., n}. Denote por Sn el conjunto de todas
las permutaciones π de N . La restricción de π a M se llama permutación
parcial (π,M). Además sea φM = {π ∈ Sn|πM = (π,M)} denote el conjunto
de todas las permutaciones que son extensiones de la permutación parcial
(π,M). Se define π(M) = {π(i)|i ∈M}.

Sea una instancia de un problema de asignación cuadrático con matrices
A y B y una permutación parcial (π,M) dada. Una permutación π ∈ φM
tiene la función objetivo siguiente:

z(π) =
∑
i,p∈M

aipbπ(i)π(p)+
∑

i∈M p6∈M
[aipbπ(i)π(p)+apibπ(p)π(i)]+

∑
i,p 6∈M

aipbπ(i)π(p).

(2)
la primera suma en (2.1) puede calcularse de manera exacta conociendo la
permutación parcial (π,M). Para la segunda y tercera sumatoria en (2.1)
se puede encontrar una cota inferior resolviendo un problema de asignación
lineal con una matriz de costos. C = (cij) (i 6∈M, j 6∈ π(M)). Sin embargo
la solución óptima de este problema de asignación lineal da sugerencias de
como debe hacerse una asignación simple (i → j) en el paso siguiente. Las
coeficientes cij se escogen como cotas inferiores para la contribución de la
asignación simple i a j en el valor de la función objetivo z(π). Estas cotas
inferiores cij pueden determinarse de la siguiente manera. En principio
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aiibjj +
∑
p∈M

(aipbjπ(p) + apibπ(p)j)

es la contribución a cij , que depende de la permutación parcial (π,M). Este
valor puede mejorarse por un paso de reducción.

Reducción de la matriz A:

āi = min
p 6∈M,p6=i

aip (i 6∈M);

āip = aip − āi (i, p 6∈M ; i 6= p);

ãp = min
i 6∈M,i 6=p

āip (p 6∈M);

aip = āip − ãp (i, p 6∈M ; i 6= p).

Es fácil mostrar que

āi
∑

q 6∈π(M)q 6=j
bjq + ãi

∑
q 6∈π(M)q 6=j

bqj (i 6∈M, j 6∈ π(M))

es la contribución adicional que aparece en cij , si la asignación simple (i→ j)
se hace. En forma análoga la matriz B puede reducirse y esto permite
un mejoramiento de la cota. La cota puede aún mejorarse. La idea es
que se puede obtener una cota inferior para todos los productos escalares∑n
i=1 aibπ(i) de dos vectores a y b no negativos, si el orden de los elementos

del vector a se toma en forma creciente y el de los elementos del vector b
se toma en forma decreciente y formamos el producto escalar 〈a, b〉 de estos
dos vectores ordenados. Si se aplica lo anterior para reducir los elementos
aip (i, p 6∈M ; i 6= p) y bjq (j, q 6∈ π(M); j 6= q) y se definen los vectores:

ai = (aip|p 6∈M,p 6= i) i 6∈M,

bj = (bjq|q 6∈ π(M), q 6= j) j 6∈ π(M),

entonces 〈a, b〉 es una contribución adicional a la cota cij (llamada la “cota
de Gilmore”). Ahora se resuelve un problema de asignación lineal con matriz
de costos C = (cij) (i 6∈ M, j 6∈ π(M)). La experiencia computacional (vea
[BUR90]) muestra que estos problemas deben resolverse en forma óptima.
Sea zL el valor de la función objetivo y (c̄ij) los costos reducidos en la
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solución óptima del problema de asignación lineal con coeficientes de costo
cij . Entonces una cota inferior para el valor de la función objetivo en (2.1)
de las permutaciones π ∈ φM es

z(φM ) =
∑
i,p∈M

aipbπ(i)π(p) + zL.

La ramificación en el método de la perturbación viene dada de la siguiente
forma: Se inicializa con la permutación parcial, en la que M es el conjunto
vaćıo. Sea z una cota superior para el valor óptimo de la función objetivo.
Si z(φM ) < z se escoge una pareja de ı́ndices (i, j) i 6∈ M , j 6∈ π(M) por
las reglas de costos alternativos, reemplace M por M ∪ {i} y extienda la
permutación parcial por la asignación simple (i→ j). Para esta nueva per-
mutación parcial (π̄, M̄) se calcula una nueva cota z(φM̄ ). Los coeficientes
cij nuevos pueden obtenerse a partir de la solución óptima del último pro-
blema de asignación lineal. Si |M | = n−2, el valor de las dos permutaciones
correspondientes se calcula de manera exacta y eventualmente la cota z se
mejora. Si z(φM̄ ) ≥ z, se regresa a la última permutación parcial encontrada
(π,M) con z(φM̄ ) < z. La asignación simple (i → j), seleccionada en la
última transición de (π,M) a su sucesor, se elimina y la correspondiente en-
trada (i, j) de la matriz C̄ = (c̄ij) se bloquea. Si el elemento bloqueado es el
primer elemento bloqueado en la matriz C̄ = (c̄ij) correspondiente a (π,M),
una nueva asignación simple se escoge en el mismo renglón o columna. Si el
renglón i (o columna j) contiene más elementos bloqueados, la nueva asig-
nación simple se toma sobre este renglón ı́ndice (columna ı́ndice). Si esto no
es posible se regresa a la permutación parcial predecesora de la permutación
parcial (π,M). La solución óptima tiene el valor z cuando el conjunto M se
hace vaćıo por segunda ocasión.

Las reglas de costos alternativas usados son las siguientes. Sea π∗ una
solución óptima del problema de asignación lineal con costos cij y sean
(c̄ij) denoten los costos reducidos en el tableau óptimo. Calcule para todo
(i, π∗(i)) las expresiones

αi = min
j,j 6=π∗(i)

c̄ij ; βi = min
p,p 6=i

c̄pπ∗(i);

el valor αi+βi constituye una cota inferior para el incremento de la cota zL,
si la asignación simple (i→ π∗(i)) no se realiza. Se puede escoger la pareja
(i, π∗(i)) para la siguiente asignación simple que tiene costos alternativos
maximal. Por lo tanto se determina el ı́ndice i que resuelve el problema:
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max
i 6∈M

(αi + βi)

y a partir de aqúı se define la nueva permutación parcial (π̄, M̄):

M̄ = M ∪ {i}
π̄(i) = π∗(i)

π̄(p) = π(p) para toda p ∈M .

2.2 Experiencia computacional

La prueba del algoritmo se llevó a cabo generando instancias del problema
de asignación cuadrático de manera aleatoria. Para la matriz A se generaron
números aleatorios entre 0 - 100 y para la matriz B se generaron números
aleatorios entre 0 - 50. Para cada valor de n = 5, 6, 7, 8, 12 se generaron 100
instancias. La Tabla 1 reporta el tiempo promedio. Cabe mencionar que
para n = 13 el programa tardó más de 6 horas en una instancia generada
aleatoriamente, por lo que se decidió cortar la tabla hasta el valor de n = 12.

ALGORITMO
EXACTO

n tiempo (seg.)

5 0.08
6 0.25
7 1.03
8 3.98

10 73.45
12 1713.99

ALGORITMO
EXACTO

n tiempo (seg.)

5 0.06
6 0.22
7 0.61
8 2.70

12 520.31

Tabla 1. Tabla 2. Problemas de Nu-
gent.

Adicionalmente, para cada uno de los valores anteriores de n se corrieron
los problemas de prueba de Nugent (vea [NUG68]). Los resultados de estas
ejecuciones aparecen en la Tabla 2.

3 Algoritmo heuŕıstico

Como ya se ha mencionado, el problema de asignación cuadrático es NP-duro
y desde el punto de vista práctico, es imposible resolver instancias “grandes”
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del problema. Existen instancias con n = 20 para las que hasta la fecha no
se conoce la solución óptima (vea [NUG68] y [BUR90]), por lo que cuando se
requiere resolver problemas de mayor tamaño, se debe recurrir a algoritmos
heuŕısticos que no necesariamente obtienen la solución óptima del problema,
pero dan una “buena” solución. Burkard y Stratmann ([BUR78] y [BUR90])
proponen un algoritmo para encontrar soluciones subóptimas al problema
que denominan el método de incrementar grado de libertad. Este algoritmo
se describe a continuación.

3.1 Descripción del algoritmo

Usando la notación de la sección anterior, se comienza con el conjunto vaćıo
M y se escoge de manera arbitraria un ı́ndice i 6∈M y se asigna este ı́ndice
i a un ı́ndice j ∈ {1, 2, ..., n}, tal que z(j) sea minimal. Para j 6∈ π(M) se
define z(j) por

z(j) = aiibjj +
∑
p∈M

[aipbjπ(p) + apibπ(p)j ] +
∑
p,q∈M

apqbπ(p)π(q) (3)

y para j = π(i0), i0 ∈M ; k 6∈ π(M) se define z(j) por

z(j) = aiibjj + ai0i0bkk + aii0bjk + ai0ibkj
+
∑
p∈M\{i0}[aipbjπ(p) + apibπ(p)j + ai0pbkπ(p) + api0bπ(p)k]

+
∑
p,q 6∈M\{i0} apqbπ(p)π(q),

(4)

se define m = |M |+ 1. Para determinar para i 6∈M un ı́ndice j ∈ {1, ..., n}
con valor minimal z(j), se tienen que evaluar m(n − m + 1) sumas de la
forma (3.1) o (3.2). Como m(n−m+ 1) se incrementa con m = 1, 2, ...,

[
n
2

]
este método se llama el método de incrementar grados de libertad. La
permutación final que se obtiene por este método depende de la sucesión de
ı́ndices i que se escojan. Por lo tanto, si se realiza este procedimiento con
sucesiones diferentes de ı́ndices i (es decir, diferentes permutaciones de la
sucesión básica i = 1, 2, ..., n), se obtendrán diferentes soluciones. Se puede
tomar ventaja de esta observación y ejecutar el método para selecciones
diferentes de los ı́ndices libres i 6∈ M . En el programa, la subrutina de
asignación se repite REP veces comenzando con permutaciones generadas
aleatoriamente para los ı́ndices i.
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3.2 Experiencia computacional

Se utilizaron las mismas 100 instancias generadas para la prueba del algo-
ritmo exacto para n = 5, 6, 7, 8, 10, 12 y se generaron aleatoriamente 100 in-
stancias para cada valor de n = 15, 20, 25, 30 con las mismas caracteŕısticas,
ya descritas en el algoritmo exacto, para las matrices A y B. La Tabla 3
reporta el tiempo promedio.

ALGORITMO

HEURÍSTICO
n tiempo (seg.)

5 0.08
6 0.16
7 1.28
8 3.44

10 1.01
12 2.03
15 4.75
20 14.55
25 35.02
30 71.80

ALGORITMO HEURÍSTICO
Mejor Solución Valor Tiempo

n Conocida (seg.)

5 50 (óptima) 50 0.11
6 86 (óptima) 86 0.17
7 148 (óptima) 148 0.28
8 214 (óptima) 226 0.44

12 578 (óptima) 612 2.03
15 1150 (óptima) 1202 4.78
20 2570 2774 14.56
30 6124 6630 71.84

Tabla 3. Tabla 4. Problemas de Nu-
gent.

Para n = 5, 6, 7, 8, 12, 15, 20, 30 se corrieron los problemas de prueba de
Nugent (vea [NUG68]). Los resultados de estas ejecuciones aparecen en la
Tabla 4.

4 Algoritmo de recocido simulado

El algoritmo de recocido simulado puede usarse para atacar este problema y
obtener soluciones que no necesariamente son óptimas pero se puede mostrar
un comportamiento muy favorable del método con respecto a instancias que
se conoce la solución, aśı como para aquellas instancias que no se conoce la
solución óptima pero se conoce una mejor solución. Para aplicar el algoritmo
de recocido simulado se necesitan definir ciertos puntos que a continuación
se describen.
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4.1 Descripción del algoritmo

Como ya se ha mencionado, el espacio de soluciones consiste de todas las
permutaciones de n elementos. Para cada permutación π, se define la función
de costo como

f(π) =
n∑
i=1

n∑
p=1

aipbπ(i)π(p). (5)

La generación de nuevas soluciones se hace a partir de tomar permutaciones
que difieran de la actual en únicamente dos cambios. Se comienza con una
permutación π y se seleccionan aleatoriamente dos ı́ndices i y k y a partir
de estos ı́ndices se define la nueva permutación π̄ por

π̄(i) ≡ π(k), π̄(k) ≡ π(i) (6)

π̄(l) ≡ π(l), l = 1, 2, ...n, l 6= i, k.

La diferencia en la función de costo entre la solución actual y la nueva
solución generada a partir del cambio i, k puede calcularse de la siguiente
expresión:

∆f =
∑

l=1,l 6=i,k
[(ail − akl)(bπ(k)π(l) − bπ(i)π(l)) + (ali − alk)(bπ(l)π(k) − bπ(l)π(i))]

(7)

+(aii − akk)(bπ(k)π(k) − bπ(i)π(i))

+(aik − aki)(bπ(k)π(i) − bπ(i)π(k)),

donde ∆f denota la diferencia en el costo entre la solución propuesta menos
la solución actual al hacer el intercambio. Si ∆f < 0, entonces π̄ tiene un
valor en la función objetivo menor que π. Usando estas observaciones se
puede establecer el algoritmo de recocido simulado.

El Paso 1 del algoritmo se hace tomando una permutación aleatoria, del
valor objetivo de esta permutación aleatoria se toma c0 igual al 20% del valor
objetivo de esta permutación aleatoria y se inicia un ciclo de r = 2n veces el
Paso 6, contabilizando el porcentaje de soluciones más malas que la actual
aceptadas. Si este porcentaje es mayor o igual al 80%, entonces se toma el
valor c0 si no es el caso, se incrementa un 10% y se repite el proceso hasta
cumplir la condición de aceptación del 80% de soluciones malas. A partir
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de aqúı, se procede con el algoritmo, cada vez que se ejecuta el Paso 7, se
decrementa el valor del parámetro de control con c← 0.9×c y r ← 1.05×r.
El proceso continúa hasta encontrar un valor de c en el que, dentro del Paso
6, no se acepte ninguna nueva solución.

Algoritmo de Recocido Simulado para el Problema de Asignación Cuadrático

Propósito: Obtener una permutación π que minimice el valor de la función
en (1.1).

Descripción:
Paso 1: Tome c un valor grande apropiado.
Paso 2: Obtenga una permutación aleatoria π del conjunto {1, 2, ..., n}.

Obtenga el valor correspondiente de la función objetivo f(π).
Paso 3: Asigne el valor verdadero a la variable lógica CHANGE.
Paso 4: Si la variable CHANGE tiene valor falso, entonces pare.
Paso 5: Haga CHANGE igual a falso.
Paso 6: Repita los puntos 1-9 r veces.

1.- Tome una permutación arbitraria de dos cambios π̄
2.- Evalue el valor ∆f de la expresión (20)
3.- Si ∆f < 0 entonces vaya a 7.
4.- Sea P (∆f) = exp(−∆f/c).
5.- Genere un número aleatorio x, uniformemente distribuido en (0, 1).
6.- Si x ≥ P (∆f) entonces vaya a 9.
7.- Acepte la nueva permutación π ← π̄, f(π)← f(π) + ∆f .
8.- Si ∆f 6= 0 entonces CHANGE ← verdadero.
9.- Fin del paso 6.

Paso 7 Reduzca c e incremente r.
Paso 8 Vaya al paso 4.

4.2 Experiencia computacional

Se utilizaron las mismas 100 instancias generadas de manera aleatoria para
n = 5, 6, 7, 8, 10, 12, 15, 20, 25, 30 que se usaron para el algoritmo heuŕıstico,
con las caracteŕısticas ya descritas. La Tabla 5 reporta el tiempo promedio.
La Tabla 6 reporta los resultados para las instancias de prueba de Nugent.
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5 Algoritmo de búsqueda local

Uno de los puntos importantes del algoritmo de recocido simulado es el he-
cho de que cada vez que se ejecuta el Paso 6 del mismo, no solamente
acepta permutaciones π para las que se tenga un mejor valor objetivo, sino
que también se aceptan con cierta probabilidad permutaciones cuyo valor
objetivo es más malo. Con el objeto de poder comparar los resultados del
algoritmo de recocido simulado con el algoritmo de búsqueda local corres-
pondiente, también se implementó este último en la computadora.

ALGORITMO
REC. SIM.

n tiempo (seg.)

5 1.73
6 2.25
7 2.98
8 3.79

10 6.40
12 12.73
15 15.21
20 20.04
25 28.62
30 43.65

ALGORITMO RECOCIDO SIMULADO
Mejor Solución Valor Tiempo

n Conocida (seg.)

5 50 (óptima) 50 0.27
6 86 (óptima) 86 1.27
7 148 (óptima) 148 1.58
8 214 (óptima) 214 1.76

12 578 (óptima) 578 2.86
15 1150 (óptima) 1150 14.17
20 2570 2570 36.80
30 6124 6150 76.13

Tabla 5. Tabla 6. Problemas de Nugent.

ALGORITMO
BUS. LOC.

n tiempo (seg.)

5 0.13
6 0.21
7 0.29
8 0.43

10 0.79
12 1.07
15 2.40
20 5.64
25 11.11
30 20.96

ALGORITMO BÚSQUEDA LOCAL
Mejor Solución Valor Tiempo

n Conocida (seg.)

5 50 (óptima) 50 0.11
6 86 (óptima) 86 0.22
7 148 (óptima) 148 0.28
8 214 (óptima) 214 0.33

12 578 (óptima) 592 1.32
15 1150 (óptima) 1178 2.41
20 2570 2644 5.27
30 6124 6354 15.81
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Tabla 7. Tabla 8. Problemas de Nu-
gent.

5.1 Experiencia computacional

Se utilizaron las mismas 100 instancias generadas de manera aleatoria para
n = 5, 6, 7, 8, 10, 12, 15, 20, 25, 30 que se usaron para los algoritmos anteri-
ores. La Tabla 7 reporta el tiempo promedio empleado por el algoritmo. La
Tabla 8 reporta los resultados para las instancias de prueba de Nugent.

6 Análisis comparativo de los métodos

Como ya se mencionó, se generaron en forma aleatoria instancias del pro-
blema de asignación cuadrático. Para cada una de estas instancias gener-
adas, se corrieron los cuatro algoritmos y se calculó el tiempo promedio de
solución. Los resultados aparecen en las Tablas 1, 3, 5 y 7 respectivamente
y aparecen para los cuatro algoritmos en la Tabla 9.

Cabe mencionar que el tiempo de solución del algoritmo de recocido simu-
lado es muy variable, ya que depende en gran medida del valor inicial del
parámetro de control c, del número r de veces que se ejecuta el paso 6 (del
algoritmo) y de la forma en que se reduzca el parámetro c y se incremente el
parámetro r. Para el análisis realizado en este documento, se tomó un valor
inicial de c de tal manera que la tasa de aceptación de las permutaciones
propuestas fuera mayor o igual a 0.8 y los decrementos fueran del 0.1 (paso
7 del algoritmo). El número r inicial que se tomó en cada caso fue r = 2×n
y los incrementos fueron de 0.05 (paso 7 del algoritmo). También se calculó
la eficiencia de cada uno de los algoritmos por medio de la ecuación (6.1) La
ecuación (6.1) se usó para los valores de n = 5, 6, 7, 8, 10, 12. Para los valores
mayores de n, como no se puede calcular la solución óptima, la eficiencia se
calculó tomando como base el valor zrec, esto es, el valor objetivo que da el
algoritmo de recocido simulado y se usó la ecuación equivalente:

eficiencia = 1− z − zrec
zrec

(8)

Los cálculos que aparecen en la Tabla 9 son con base en los promedios
obtenidos en las 100 instancias resueltas para cada valor de n de los valores
en la función objetivo de la solución correspondiente. En la Tabla 9, puede
observarse que las eficiencias del algoritmo de recocido simulado son las más



164 m. a. gutiérrez – s. de los cobos – b. r. pérez

elevadas y los tiempos de ejecución del algoritmo de recocido simulado, crece
de manera razonable; incluso, para instancias pequeñas se obtienen tiempos
de ejecución más grandes que para el algoritmo heuŕıstico. Esta situación
cambia para valores de n grandes.

Otra caracteŕıstica importante del algoritmo de recocido simulado es que
las variaciones en las soluciones obtenidas al resolver una misma instancia
con soluciones iniciales diferentes, es mucho menor que las variaciones en
las soluciones que dan los otros dos algoritmos, esto es, la solución del al-
goritmo de recocido simulado es menos dependiente de la solución inicial
proporcionada. En cambio para el algoritmo heuŕıstico y más aún, para el
algoritmo de búsqueda local, las soluciones dependen en gran medida de la
solución con que se inicialice. Este comportamiento se puede observar en la
Tabla 10 en donde se muestran los resultados al ejecutar cada uno de los
algoritmos 100 veces con soluciones iniciales generadas de manera aleatoria
para cada uno de los problemas de Nugent.

ALGORITMO

EXACTO HEURISTICO REC. SIM. BUS. LOC.

n eficien. tiempo eficien. tiempo eficien. tiempo eficien. tiempo
(seg.) (seg.) (seg.) (seg.)

5 1.00 0.08 0.9891 0.08 0.9999 1.73 0.9747 0.13
6 1.00 0.25 0.9803 0.16 0.9982 2.25 0.9666 0.21
7 1.00 1.03 0.9767 0.28 0.9936 2.98 0.9676 0.29
8 1.00 3.98 0.9737 0.44 0.9899 3.79 0.9630 0.43

10 1.00 73.45 0.9684 1.01 0.9905 6.40 0.9629 0.79
12 1.00 1713.99 0.9674 2.03 0.9940 12.73 0.9512 1.07

15 — — 0.9693 4.75 1.0000 15.21 0.9640 2.40
20 — — 0.9512 14.55 1.0000 20.04 0.9518 5.64
25 — — 0.9527 35.02 1.0000 28.62 0.9551 11.11
30 — — 0.9543 71.80 1.0000 43.65 0.9580 20.96

Tabla 9. Comparación de los algoritmos para resolver el QAP

con respecto al tiempo de ejecución y a su eficiencia.
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HEURÍSTICO REC. SIM. BUS. LOC.
n Mejor Media Peor Mejor Media Peor Mejor Media Peor

5 50 51.6 58 50 50.4 58 50 55.2 62
6 86 88.5 94 86 86.3 92 86 90.2 94
7 148 153.9 164 148 148.7 156 148 154.5 172
8 214 228 252 214 215.3 222 214 224.5 248

12 578 620.3 662 578 600.2 640 578 610.8 650
15 1188 1231 1294 1150 1172 1214 1150 1204 1290
20 2692 2749 2794 2570 2657 2728 2604 2680 2742
30 6488 6636 6766 6124 6333 6442 6242 6364 6496

Tabla 10. Comparación entre los algoritmos heuŕıstico, recocido simu-
lado

y búsqueda local con respecto a la dependencia de la solución inicial

Finalmente se hará mención que todos los programas computacionales y
las ejecuciones de los mismos, se realizaron en una computadora 486 de 33
mhz.

7 Conclusiones

Las pruebas computacionales con el problema de asignación cuadrático,
revelan un excelente comportamiento del algoritmo de recocido simulado.
Las soluciones subóptimas difieren en 1-2% de la mejor solución conocida.
Además si se ejecuta el procedimiento varias veces con diferentes valores
iniciales, se obtienen en todos los casos la solución óptima o las mejores
soluciones que se conocen (según sea el caso). Por otra parte, la imple-
mentación del algoritmo en la computadora, no requiere de gran capacidad
de memoria y permite un tiempo razonable para obtener buenas soluciones
en las computadoras personales.
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P A Q U E T E D I D Á C T I C O D E O P T I M I Z A C I Ó N E N REDES 

Resumen 
El paquete computacional "Optimización en Redes para Windows", versión 2.0 

usa programación orientada a objetos para resolver problemas de Flujo máximo en una 
red, utilizando el algoritmo de Ford y Fulkerson, con la rutina de Edmonds y Karp para 
la obtención del camino aumentante en cada iteración del algoritmo, de Ruta más corta 
entre 2 vértices de una red utilizando, a elección del usuario, el algoritmo de Bellman o 
el de Dijkstra y de Arbol de Expansión de peso mínimo, utilizando el algoritmo de 
Kruskal 

Presentación 

El paquete permite optimizar redes de hasta 125 vértices y 7750 arcos; esta versión está 
ientada a fines didácticos, por lo que todas las redes a optimizar deben introducirse directamente 
i la pantalla en cada interacción con el sistema, esto lógicamente crea una dificultad de 
Curación de la pantalla en redes muy grandes (se estima que con más de 10 vértices), la cual es 
ta limitación física de visualización, pero no de ejecución del programa. 

El paquete aprovecha los códigos definidos para representar al objeto gráfica y el 
na criamiento de las estructuras de datos así desarrolladas, a través de la programación 
rentada a objetos. 

Esta versión del paquete servirá como apoyo didáctico del curso Investigación de 
peraciones I , ofrecido a estudiantes de Ingeniería de la Universidad Autónoma Metropolitana 
zcapotzalco. 

Para cada problema, se va observando en la pantalla la construcción de la red que lo 
odda, lo cual permite explicar las características del modelo. 

Durante la aplicación, para el caso del problema de Flujo Máximo se puede mostrar en la 
mtalla, si se desea, la construcción paso a paso de las trayectorias aumentantes. 

En todos los problemas se muestra al final en la pantalla la solución obtenida. 
A continuación se muestran los problemas abordados y los algoritmos utilizados. 
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2 Problema de determinar el flujo máximo en una red 

Considérese una red de tubería (drenaje, cables eléctricos, etc). Teniendo cada una, una 
capacidad (límite superior de la cantidad de flujo que por ella puede pasar por unidad de tiempo). Se 
busca determinar la cantidad máxima de flujo que se puede enviar desde un nodo origen o fuente F a un 
nodo destino o sumidero S, sabiendo que el flujo es conservativo (la cantidad de flujo que entra en un 
nodo intermedio es igual a la cantidad de flujo que sale del mismo).1 

2.1 Formulación 

Sea (X,U) una gráfica dirigida representando la red de tubería del problema y una aplicación: 
c: U->R 

que a cada arco ueU hace corresponder su capacidad c(u). Por otra parte, sea u,=(SF)eU un arco 
especial "arco de regreso" con capacidad infinita. 

El problema de flujo máximo de F a S en la red R=(X,U,c) consiste en buscar un vector f 
eR m (m= ful)tal que: 

i) f sea un flujo en la gráfica G=(X,U) 
ii) 0<flu)<c(u);ueU 
iii) ffur) sea máximo bajo las condiciones anteriores. 

Este problema puede formularse como el programa lineal: 
max Z = f(ur) 

s.a 
Ef=0 
0 < f ^ c 

donde E representa la matriz de incidencia de los arcos de la gráfica (X,U), esto es: 
Para la gráfica G = (X,U) con m vértices y n arcos, la matriz E es una matriz mxn donde cada 

renglón está asociado con un vértice, y cada columna está asociada con un arco, el elemento de la í-
ésima linea yj-ésima columna es: 

+1 si el nodo i es la extremidad inicial del arco uj 
-1 si el nodo i es la extremidad final del arco u j 
0 en otro caso 

La i-ésima restricción del sistema Ef = 0 representa entonces la conservación del flujo en el 
nodo i. 

El teorema de Flujo Máximo y Corte Mínimo, probado por Ford y Fulkerson en 1956, es 
fundamental para el estudio del problema de Rujo Máximo y del algoritmo de solución que ellos 
mismos desarrollaron en 1957. Este teorema establece lo siguiente: 

'UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA, DPTO. DE SISTEMAS, AV. SAN PABLO 180 
COL.REYNOSA TAMAULIPAS, D E L . AZCAPOTZALCO, MEXICO D. F. C P 02200 
E-MAIL : rlb@hp9000al.uam.mx 
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Teorema de Flujo Máximo y Corte Mínimo. Si un vector de flujo factible existe en una red de 
flujo R=(X,U,c), el valor del flujo factible máximo es igual a la capacidad mínima de los cortes 
•parando S deF. 

El algoritmo de Ford y Fulkerson utiliza el Teorema anterior como criterio de detención. A 
partir de un flujo factible inicial, construye sucesivamente trayectorias uniendo S a F a través de las 
curtes se puede incrementar el flujo, por lo que son llamadas trayectorias aumentantes; continúa este 
proceso hasta que ya no es posible construir alguna de esas trayectorias. Al terminar la aplicación del 
algoritmo se tendrá el Flujo Máximo de F a S y se exhibirá igualmente d corte separando S de F, de 
capacidad mínima 

Jack Edmonds y Richard M. Karp, en su artículo "Theoretical Improvements in Algorithm 
Effiaency for Network Flow Problems", publicado en J. ACM 19, (1972), demostraron que si se usa 
una 'búsqueda a lo ancho" (breadth first search), en el algoritmo del mareaje y siempre se escoge el 
camino aumentante más corto, entonces el algoritmo terminará en a lo más 0(|X|2|U]) aun si se permiten 
capacidades irracionales. 

La descripción del Algoritmo y del proceso de obtención de la trayectoria aumentante 
propuesto por Edmonds y Karp se muestran a continuación. 

2.2 Algoritmo de Resolución 

2.2.1 Algoritmo de Ford y Fulkerson 

1. Construir un flujo factible f inicial, puede ser 0 para todos los arcos. 
2. Encontrar una trayectoria aumentante P deF a S. 
3. Si no existe, entonces terminar, el flujo actual es óptimo; de otra manera 

-Calcular la holgura c¡j-fy de cada arco hacia adelante en P e identificar por ei la 
mínima de ellas, esto es: 

E i = min{ Cij-fy /(i j ) es un arco hacia adelante en P} 
-Identificar por 82 el mínimo de los flujos de los arcos hacia atrás en P, esto es: 

82 = rnin{f¡j /(i j ) es un arco hacia atrás en P} 
Y calcular la holgura mínima s por: 

s = min { 8 ! ,82} 

Retinar ahora el flujo agregando s al flujo de todos los arcos hacia adelante en P y 
restando 8 al de los arcos hacia atrás en P. Esto es: 
El nuevo flujo f¡j se define por: 

J 

4. Considérese el flujo / obtenido en 3 y regresar al paso 2. 

fy + s si (i, j ) es un arco hacia adelante en P 
fjj - e si (i,j) es un arco hacia arras en P 
/y si (i, j ) no pertenece a P 
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2.2.2 Método de Edmonds y Karp 

Etapa 1. Construcción de un árbol con raíz F. 
Sea fNfy) un flujo factible. Etiquete F con (0,*), F está ahora etiquetado pero no examinado. 

La lista es {F}. 
Etapa 2. Selección de un nodo de la lista para examinarlo. 
Si la lista es vacía, pasar a la Etapa 5, si no, seleccionar el primer nodo de la lista y 

examinarlo. 
Etapa 3. Examen del nodo. 
Sea i el nodo a ser examinado. 

a) Etiquetado hacia adelante. Identifique todos los nodos no etiquetados j que 
satisfagan (ij)eU y f¡j<c¡j etiquete cada uno de ellos con (i,+) y coloquelos al final de 
la lista. 
b) Etiquetado en reversa. Identifique todos los nodos no etiquetados j que satisfagan 
(j,i)eU y fyX), etiquete cada uno de ellos con (i,-) y coloquelos al final de la lista. 
Borre el nodo i de la lista. Si s está ya etiquetado, se tiene ya un camino aumentante, 
pasar a la Etapa 4. Si s no está aún etiquetado pasar a la Etapa 2. 

Etapa 4. Flujo Aumentante. 
Empezando con S, usar las etiquetas de los vértices para construir el camino aumentante P de 

Fa S. Terminar. 
Etapa 5. Terminación. 
El vector de flujo actual f es un vector de flujo máximo. Sean V el conjunto de nodos en el 

árbol y V su complemento; éstos definen el corte (V,V) de capacidad mínima separando S de F en la 
red. Terminar. 

Observación: Si a cada nodo etiquetado i se le agrega la etiqueta di la cual indica la 
profundidad del nodo i al ser etiquetado, esto es, la longitud del camino simple de F a i obtenido, dado 
que cada nodo es etiquetado después de que su padre lo ha sido, la política "primer nodo etiquetado, 
primer nodo examinado", garantiza que el nodo seleccionado para ser examinado siempre será un nodo 
con profundidad mínima desde F y le transmitirá ésta incrementada en 1 unidad a sus nodos hijos. 

3 Problema de determinar la ruta más corta entre dos vértices de 
una gráfica 

Este problema puede considerarse el más sencillo de los problemas de itinerarios. 
Consiste en determinar la trayectoria que se debe de seguir para ir de un vértice y a un vértice q 
de una gráfica, en la que se asigna una distancia a cada una de las aristas, de manera que la 
distancia total recorrida sea mínima. Lógicamente los dos vértices a unir deben pertenecer a la 
misma componente conexa. En el problema puede considerarse que la gráfica es o no dirigida, 
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pero en el primer caso, la dirección de las aristas originará una condición más fuerte de 
II— l i l i ni, en el sentido de que debe existir al menos un camino que una los dos vértices, y que al 
icuMiei cada arista lo haga en el sentido dado por su dirección. Este tipo de problema se puede 
presentar en una ciudad a algún vehículo que debe desplazarse de un sitio a otro a través de la 
toza de calles y avenidas de la misma, respetando su sentido de circulación. Lo mismo ocurre en 
b búsqueda de un itinerario a través de la red carretera de una región, en cuyo caso la gráfica se 
puede considerar no dirigida. Situaciones semejantes se presentan a través de una red fluvial, una 
red de oleoductos o gasoductos a través de los cuales se envía alguno de estos fluidos, redes de 
agua potable, redes eléctricas, etc. 

3.1 Formulación 

Sean G=(X,U) una gráfica dirigida y una aplicación d:U-MR que a cada arco ueU hace 
corresponder su distancia o longitud d(u). 

El problema de encontrar la trayectoria más corta entre 2 vértices y y q de X es 
equivalente al problema de enviar una unidad de flujo del vértice y al vértice q a un mínimo 
costo, donde d(u) es considerado el costo unitario del arco u. 

Este problema se modela por el programa lineal: 

{i/eU|T(B)=x> {aeUlI(ii)=x> 

-1 six = y 
0 \/xeX-{y,n) 
1 sí x = n 

f(u) > 0 VII e U 

donde j\u) representa el flujo del arco u 
I(u) representa al vértice extremidad inicial del arco u 
T(u) representa al vértice extremidad final del arco u 

y las restricciones representan las ecuaciones de conservación del flujo en los vértices. 
Dado que la matriz de restricciones de un problema de flujo es totalmente unimodular, y 

las variables básicas de cada solución básica del programa lineal tienen asociadas las aristas de un 
árbol de expansión de la gráfica, efectivamente, para encontrar la trayectoria más corta de y a r\ 

en la red, el programa lineal construye las trayectorias más cortas de y a los restantes vértices de 
la gráfica. Las variables básicas que pertenecen a la trayectoria uniendo a y con r\ tendrán valor 1 
para su flujo, y las restantes variables básicas tendrán valor 0. Los algoritmos que se han 
programado tienen enfoque glotón, obtienen las arborescencias de rutas más cortas y son más 
eficientes que el Algoritmo Simplex en el sentido de que son deterministas polinomiales. 
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3.2 Algoritmo de Dijkstra 

Este algoritmo, propuesto por E. W. Dijkstra en 1959 [DLJ 59], construye el árbol de 
trayectorias más cortas a partir del vértice y, agregando en cada iteración el vértice aún no 
incluido en el árbol que sea más cercano a éste, junto con la arista que da la distancia 
considerada. Este algoritmo está basado en el resultado siguiente: 

Teorema. Sean G=(X,U) una gráfica dirigida y d:U—MR. una aplicación que asigna a cada 
arco u una distancia d(u)>0. Sea T un árbol de G definido por un conjunto de vértices VcX, que 
constituye una arborescencia de trayectorias más cortas a partir de una raíz y. Para cada vértice 
ieV, sea 7t(i) la longitud de la trayectoria más corta de y a i en G. Sean peV, qeV-X-V 
satisfaciendo: 

(p,q)eU, y 
7i(p)+d(p,q)=min{7r(i)+d(i,j):ieV, j eV, (ij)eU}. 
Entonces, si se agrega el arco (p,q) a T y se define 7t(q)=7r(p)+d(p,q), entonces se extiende 

T a T', la cual es la arborescencia de trayectorias más cortas desde y, definida en los vértices de 
Vu{q}. 

Comenzando con el vértice raíz, el resultado del teorema anterior puede ser usado para 
construir en n-1 iteraciones la arborescencia buscada. Dijkstra observó que aplicar directamente el 
resultado anterior, llevaría a considerar cada arco en diferentes iteraciones. En su algoritmo él 
evita esta situación, cada arco es analizado una sola vez y el esfuerzo computacional se reduce a 
un orden de 0(|U|). 

Algoritmo. 
Etapa 0 (Etapa Inicial). 
Etiquetar la raíz y, con la marca permanente (0,0). Etiquetar cada vértice j*y en forma 
temporal con la marca (d(yj), y) si existe el arco (yj) y (oo,0) si no existe el arco (yj). 
Tomar S:={ y},T:=X-{y}. 
Etapa 1. (Designación de Etiquetas Permanentes). 
Seleccionar keT tal que n(k)=min{7t(j) | j eT} 
Hacer permanente la etiqueta temporal del vértice k. 
Tomar S:=Su{k}, T:=T-{k} 
Si T=0, alto; se han completado los cálculos. Si no, pasar a la etapa 2. 
Etapa 2 (Revisión de Etiquetas Provisionales). 
Para toda j eT, hacer 7t(j)=min{jt(j),7i(k)+d(k,j)}, donde d(kj)=oo si no existe el arco (kj). 
Si 7r(j>=7ü(k)+d(kJ), entonces cambiar la etiqueta del vértice j por la etiqueta temporal 
(7i(j),k). Sino, dejarla igual. 
Pasar a la etapa 1. 

Donde rc(j) es la distancia más corta desde el vértice raíz y al vértice j . 
S es el conjunto de vértices para los cuales ya se ha calculado la distancia 

más corta que los separa de y. 
T es el conjunto de vértices para los cuales aún no se ha calculado la 

distancia más corta que los separa de y. 
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Al finalizar, para cada vértice j la etiqueta permanente (rcijXk) indica en sus componentes: 
ta distancia mas corta que lo separa del vórtice y y el vértice predecesor en la trayectoria más 
corta, respectivamente. Las segundas componentes de las etiquetas permanentes permiten 
reconstruir la trayectoria que une a y con j . 

La única limitante del algoritmo de Dijkstra, además de que el vértice y debe ser raíz, es 
que todas las distancias deben ser no negativas. 

Observación. El algoritmo de Dijkstra proporciona una numeración de los vértices de una 
gráfica en orden ascendente de la distancia que los separa de la raíz. 

3 3 Algoritmo de Bell man 

Partiendo del problema de obtención de un flujo unitario de costo mínimo en una red, en su 
problema dual, cada variable n(x) está asociada a un vértice x de la gráfica y es interpretada como la 
longitud de la trayectoria más corta de la fuente y al vértice x. Estas variables deben satisfacer las 
concbaones siguientes: 

*(y)=o 
7r(j)=mm{7i(i>+-d(ij):(ij)eU} VjeX,j*y 
Estas condiciones son conocidas como ecuaciones de BeUman-Ford y proporcionan 

condiaones necesarias para las longitudes de las trayectorias más cortas de los vértices de una gráfica 
al vértice raíz y Inversamente, si para cada vértice xeX se satisfacen las ecuaciones de Bellman-Ford y 
existe una trayectoria en la gráfica a cada vértice xeX con longitud 7t(x), entonces estas trayectorias 
son de longitud mínima. 

Bellman [BEL 58] aprovechó estas propiedades para idear el algoritmo que lleva su nombre, el 
cual puede aplicarse en cualquier gráfica dirigida con la condición de que no contenga circuitos, y a 
drferenaa del algoritmo de Dijkstra, puede aceptar longitudes negativas en los arcos. El algoritmo es un 
procedimiento recursivo que parte de aplicar el principio de optimahdad de la Programación Dinámica 
al problema. Los vértices son etiquetados uno a uno, uno por cada iteración, de manera que se 
aprovecha la ausencia de circuitos, para dar un orden a los vértices que asegura el cumplimiento de las 
ecuaciones de Bellman-Ford. Todos los arcos son revisados en una sola ocasión, por lo que el número 
de operaciones está en función lineal del número de ellos (|U)=m), obteniendo una complejidad 
computaaonal para este algoritmo 0(m). 

Algoritmo. 
Etapa 0 (Etapa Inicial). 
Tomar 7i(y)=0, S={y} 
Etapa 1. (Búsqueda de Vértice a Etiquetar). 
Buscar un vértice fuera de S teniendo todos sus predecesores en S: 

- Si no existe ese vértice, terminar. Se tiene ya la arborescencia o y no es raíz de la 
gráfica. 

- Si existe ese vértice>>, pasar a la etapa 2. 
Etapa 2. (Etiquetación del vértice seleccionado). 
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Tomar nfyy= ^ {n(I(u)) + d(u)} 
(udU\T(u)-y) 

S:=S^M 
Marcar el arco u. 
Regresar a la etapa 1. 

Donde 7t(y) indica la longitud de la trayectoria más corta uniendo y a y 
I(u) representa la extremidad inicial del arco u 
T(u) representa la extremidad final del arco u 
SgzX es el subconjunto de vértices para los cuales ya se calculó la distancia más corta desde 

la raíz y. 
T=X-S. 

4 Problema del árbol de expansión de peso mínimo 

El problema de encontrar el árbol de expansión de peso mínimo, es uno de los problemas 
más sencillos y bellos de optimización en redes, y es de utilidad en una gran variedad de 
problemas. 

Los datos de entrada en este problema son una gráfica conexa G=(X,U) y una aplicación 
c:U->R que asigna a cada arista un peso. El peso total del árbol se obtiene por la suma del peso 
de sus aristas. El peso de las aristas puede representar una longitud, un costo, una capacidad, etc. 
según el problema de que se trate. El objetivo es el diseño de una red que conecte todos los 
vértices usando la mínima longitud de cable o de otro recurso. Este problema a diferencia del de 
ruta más corta, no privilegia a algún vértice (usuario) en particular, sino que busca la posible 
conexión de todos ellos a menor costo. No es importante si la gráfica es dirigida o no, porque lo 
importante es la conexidad de todos los vértices. 

Existen varios algoritmos eficientes para resolver este problema, los más conocidos son el 
de Kruskal y el de Prim. En este paquete hemos programado el algoritmo de Kruskal, el cual, 
después de algunas propiedades será expuesto. 

4.1 Algunos resultados teóricos 

A continuación se enuncian algunos resultados que permiten garantizar la eficiencia en la 
aplicación del algoritmo de Kruskal. 

Definición. Dados un árbol de expansión T de una gráfica G=(X,U) y una arista u no 
perteneciente a T. Cuando u es agregado a T, el ciclo formado es llamado Ciclo Fundamental de u 
con respecto a T. 

Definición. Dados un árbol de expansión T de una gráfica G=(X,U) y una arista u 
perteneciente a T. Cuando u es retirado de T, el corte formado es llamado Corte Fundamental de 
u con respecto a T. (ver la definición de corte en 2.2). 
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Teorema Sea T un árbol de expansión en G. Entonces T es un árbol de expansión de 
r: - : s: > solo si, cada arista en T es una arista de peso mínimo en su corte fundamental 
ac -aspecto a T. 

Teorema SeaT un árbol de expansión en G. Entonces T es un árbol de expansión de 
n o a r a ñ o si, y sólo sí, cada arista que no pertenece a T es una arista de peso máximo en su 
- : r.r.c¿rr.ental asociado con T. 

H algoritmo ideado por Kruskal en 1956 [KRU 56] parte de una lista de las aristas 
•tonada en base a su peso, de menor a mayor y del bosque trivial formado por los vértices de G 
o ansias En cada iteración, se toma el primer elemento de la lista y se agrega al bosque si no se 
n a on ado. y se elimina en caso contrario. Este proceso se continua hasta constituir el árbol T, 
cual lógicamente satisface los dos teoremas anteriores. Cada arista se habrá revisado a lo más 

xa vez y el algoritmo es entonces de orden 0(m log n) tomando en cuenta que los algoritmos para 
rimar de menor a mayor son de orden 0(m log m) y m<n 2. (m=|U|, n=|X|). 

2 .Algoritmo de Kruskal 

Etapa 0 (lnicialización). 
Ordenar las aristas de G de acuerdo a su peso, de menor a mayor e integrarlas en una 
lista . Comenzar con el bosque trivial ({1},0), ({2},0),...,({n},0). 
Etapa 1 (Etapa General). 
Seleccionar la arista de menor peso en I. Sea u=(i j ) . 
- Si i j pertenecen ambos a la misma componente conexa del bosque, entonces borre la 
ansta u y repita la etapa. 
- Si i j pertenecen a diferentes componentes conexas del bosque, agregue la arista u al 
bosque para unir las dos componentes que conecta en una sola. Si sólo queda una 
componente conexa, se tiene el árbol de expansión de peso mínimo buscado, termine. Si 
no, realice una nueva etapa. 

Descripción técnica del paquete 

El paquete fue desarrollado utilizando BorlandC++®, versión 3.1, por ser un sistema de 
sarrollo profesional para crear aplicaciones DOS y Windows, el cual proporciona un soporte 
tripleto de C++, entre ellos: 

. AT&T C++3.0 
• Esquemas para clases genéricas (Templates) 
• Librerías de clases contenedoras para listas, arreglos, conjuntos, entre otras. 
• Múltiple herencia. 
. Librería de clases estándar. 
• Clases bases virtuales y clases abstractas 
• Funciones virtuales, sobrecarga de funciones y sobrecarga de operadores. 
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Para ejecutar el programa Redw de manera óptima se requiere que la computadora tenga 
las siguientes características: 

- Procesador 80286, o superior 
- Monitor VGA a color 
- Sistema operativo MS-DOS 6.0 o superior y Microsoft Windows 3.0 o superior 
- 4 MB de memoria RAM mínimo 
- Mouse 
- Unidad de disco flexible de 3.5" de alta densidad 
- 1 MB de espacio en disco duro para instalación 
- Impresora de matriz de puntos compatible con gráficas en IBM® o Epson® o impresora 

Láser compatible con Windows (si se desean imprimir las gráficas) 
- Coprocesador matemático (incrementa la rapidez de ejecución) 

5.1 Ejecución del programa 

La ventana de el paquete computacional "Optimización en Redes para Windows" 
versión 2.0 es la que se muestra a continuación: 

Puede observarse que en la parte superior de esta ventana, aparecen algunas de las ya 
conocidas opciones para los usuarios del ambiente Windows tales como: Archivo con su 
respectivo menú que incluye Nuevo, Abrir, Guardar, Guardar como, Imprimir, Especificar 
impresora y Salir, Ventana con las opciones Cascada, Mosaico, Ordenar iconos y Cerrar todo 
y Ayuda que cuenta con un Indice y un manual en línea de Como hacer. 

Las opciones Editar, Optimización y Opciones son propias del paquete computacional. 
La alternativa Editar permite crear una nueva gráfica de trabajo o modificar alguna que haya 
sido creada anteriormente y salvada por este mismo programa. El menú desplegado en esta opción 
permite Insertar Nodo\Arista, Borrar Nodo\Arista, Alterar aristas y Mover. Algunos de los 
cuadros de diálogo que interactuan con el usuario en estas operaciones son en el que se selecciona 
el tipo de problema a resolver y en el que se solicita la capacidad de una arista al insertarla o 
alterarla. Estas ventanas se presentan a continuación: 
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Tipo de problema 

Selección de «obtenía 

* Fháeenunaie 
Afbotde ne*9i 

Si ya se eligió alguna gráfica o yá se tiene editada alguna, se puede seleccionar 
Opciones, teniendo dos alternativas: Algoritmo y Etiquetas Visibles. Etiquetas visibles hace que 
las valores de aristas sean visualizados. Algoritmo se aplica al problema de ruta más corta (más 
larga) y árbol de peso mínimo (máximo), y se utiliza para selección de alternativas, el cuadro de 
dialogo correspondiente es el siguiente : 

Opciones de Algoritmo 

. • .... ..- - . -v,-T • y y.-•••••• -:• • - - • 

m 

mu- _: 

Una vez elegidas las opciones adecuadas, al seleccionar Optimización se puede escoger 
Maximizar Flujo o Crear Árbol de acuerdo al tipo de problema y el programa lo resuelve y 
presenta la solución en una ventana de trabajo como la que se presenta en la figura siguiente : 
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En esta ventana de trabajo se representan en la gráfica con líneas gruesas a los arcos 
saturados en el problema de Flujo, él árbol de peso mínimo(ó máximo), o el árbol de rutas más 
cortas o más largas. Por ejemplo, en la figura anterior se eligió Crear árbol, para un problema de 
árbol de peso mínimo y la solución está dada por el conjunto de aristas {(1,3),(2,3),(2,5),(2,4)}, o 
sea las aristas que están en color más oscuro. 
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U N E N F O Q U E G E O M E T R I C O PARA E L A N A L I S I S 
D E S E N S I B I L I D A D EN PROGRAMACIÓN L I N E A L 

M A R I O M A R Í N 1 

Resumen 
Este artículo brinda un punto de vista sobre el análisis de sensibilidad. El trabajo 

presenta un enfoque geométrico sobre el análisis de sensibilidad para problemas de 
programación lineal, que explota las propiedades de los conjuntos convexos en con­
jugación con las ideas básicas del método simplex y la información disponible en los 
tableaux mismos. 

P a l a b r a s c lave : Sensibilidad, Programación Lineal, Invarianza de óptimo. 

1 Introducción 

Dado el problema de Programación Lineal (P.L.) 

Minimizar z — ex 

Sujeto a 
Ax < b 

¡ E l , - - - , X n > 0 (1) 

donde A es una matr iz de rango m , x, c € R" y 6 G R m . 
Si x* es solución factible óptima, se plantea la pregunta qué tan sensible al cambio es x* 

ante perturbaciones en cualquiera de los componentes del problema (1). A saber, cambios 
en el vector de costos, vector del lado derecho o los coeficientes de la matr iz tecnológica. 

Desde el inicio mismo de la programación lineal, se ha reconocido la importancia de 
estudiar y resolver este problema. Muchos esfuerzos, desde los más diferentes puntos de 
vista, se han realizado para lograr resolverlo de manera exacta y lo más simple posible. 
Este artículo da una alternativa para enfrentarlo y podría resumirse en los siguientes 
términos: 

Dado un vértice x* de la región factible del problema (1), se determina un conjunto 
vectores en R " que al ser sustituidos por cen el (P.L) mantienen a x* como solución óptima. 

' D E P A R T A M E N T O D E M A T E M Á T I C A , I N S T I T U T O T E C N O L Ó G I C O D E C O S T A R I C A , C A R T A G O , C O S T A 

R I C A 

177 
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Tal conjunto se identificará como p-cono de invarianza de óptimo asociado al vértice x* 
. Se analiza cómo usar este enfoque en el análisis de sensibilidad para coeficientes de la 
función objetivo y se plantean algunas posibilidades de uso en otros análisis de sensibilidad. 

Se divide la presentación en las siguientes secciones: 2 presenta una descripción del 
problema y algunas convenciones que se usan; 3 y 4 los resultados básicos; 5 algunas 
consideraciones sobre cómo usar los resultados y algunos comentarios adicionales; 6 dos 
ejemplos y 7 presenta una serie de comentarios a modo de conclusiones. 

2 Descripción del problema 

A l analizar la figura 1, observamos que para cualquier vector c en la región que se indica 
como el p-cono, el valor óptimo se alcanza en el vértice x*. También es cierto que este 
p-cono está generado por los vectores normales a los hiperplanos H\ y / / 2 . 

El presente t raba jo da una caracterización de este p-cono en el caso general y ofrece 
algunas opciones sobre cómo usar esta caracterización en el análisis de sensibilidad. El 
interés pr imordia l va dirigido hacia el estudio de algunos casos particulares del problema: 

p — cono 

F i g u r a 1: C o n o de I n v a r i a n z a 

n 
Minimizar z 

Sujeto a 
Ax < b 

2-1 > ' ' * i % n > 0 (2) 

con solución x* donde <S¿ es un parámetro y i>, es un valor conocido. Diferentes elecciones 
del vector v permitirán enfoques específicos del análisis de sensibilidad. En particular, si 
se tiene v,¡ = 0 Vz ^ k, y vk = 1 se estará analizando la sensibilidad para el coeficiente 
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aún mas se puede determinar un intervalo en el cual puede variar ck sin que x* cambie 
su condición de óptimo. Ese intervalo se llamará el rango de tolerancia para ck. 

Cada restricción de la forma i¿ > 0 se asociará con un semiespacio canónico de la 
forma — xt < 0. 

3 L a región factible y el problema P L 

Si H es un hiperplano de R n entonces se puede caracterizar por medio del siguiente lema: 

Lema 1 Si H es un hiperplano en R " existe un par (u),p) donde w € Sn~l y p € fl+ tal 
que 

H = {x e Rn/x • w = p} (3) 

donde Sn~1 es la esfera de radio 1 en R™. 

el vector LO se dice normal al plano, y p es la distancia del hiperplano al origen. Además 
el par (u, p) no es único. 

Definición 1 Dado un hiperplano H se divide el espacio en dos semiespacios cerrados. 

H~ = {x e Rn/x-w < p) H+ = {x e Rn/x -w > p} (4) 

Definición 2 Se llamará conjunto poliédrico a la intersección de un número finito de se­
miespacios cerrados. 

Teorema 1 En un conjunto poliédrico acotado S cada x 6 S puede representarse como una 
combinación lineal de los puntos extremos de S, que son a la vez vértices. 

Teorema 2 Si S es conjunto poliédrico de R n que no contiene lineas y f es cualquier 
funcional lineal de R n e n R™, acotado en S, entonces f alcanza sus valores extremos en 
un vértice de S. 

Como el conjunto de restricciones de un P.L. tiene la forma 

x • ü¡i <b{ V¿ = 1 . . . m (5) 

la región de factibi l idad del P.L. es un conjunto poliédrico. Además por las restricciones 
de no negatividad no puede contener ninguna línea. 

Como una aplicación inmediata de la observación y el teorema anterior se obtiene el 
siguiente teorema: 

Teorema 3 5* el P.L tiene región de factibilidad R no vacia y la función objetivo es acotada 
sobre R entonces alcanza su valor óptimo en un vértice de R. 
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4 E l p-cono de invariabilidad de óptimo asociado a una 
solución básica factible 

Olvidando un poco la formal idad, se puede decir que la esencia del método Simplex es: 

• Seleccionar un extremo x de la región de fact ibi l idad. 

• Considerando todas las aristas que llegan a x, si la función objetivo no decrece a lo 
largo de ninguna de ellas, entonces el x seleccionado es óptimo. 

• Caso contrario , se traslada el punto x a través de una de esas aristas que genera 
descenso en la función objetivo, para llegar a una nueva solución factible y continuar 
iterando. 

Se puede establecer la siguiente sucesión de resultados que conducirán a la caracterización 
del p-cono de invariabil idad de óptimo asociado a la solución básica factible x*. 

Teorema 4 Cada solución básica factible x*, vértice de la región, es la intersección de 
n hiperplanos. Cada arista que sale de un vértice es la intersección de n — 1 de los n 
hiperplanos que se intersecan en el vértice. 

Nótese que aquí se incluyen los hiperplanos canónicos, xt — 0 
para i = 1 • • • n. 

Demostración : Como x* es solución básica factible, después de reordenar columnas, si 

fuera necesario, se tendría: 

A = [B, N] 

BxB = b 

NxN = 0 

De (6) x* satisface las ecuaciones de k hiperplanos de Ax = b de (7) x* satisface las 
ecuaciones de n — k hiperplanos canónicos. 

Además si L es una arista que sale de x* debe satisfacer al menos n — 1 hiperplanos. 
Como x* € L entonces se concluye el resultado. 

Definición 3 Si x* solución óptima, se tiene que x* es la intersección de los hiperplanos 
H\, • • •, Hn. Estos hiperplanos están caracterizados por los pares: 

respectivamente. Se define el p-cono de invariabilidad de óptimo asociado a x* por 

n 
I = {c = ^ — otiuii con a{ > 0 V¿} 

i'=i 

(6) 
(7)' 
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Teorema 5 Si x* es una solución básica factible óptima al problema 1.1, entonces x* con­
tinúa como solución básica factible óptima si el valor del vector de costos c se sustituye 
por cualquier valor c' en el p-cono de invariabilidad de óptimo asociado a x* 

Demostración : Si x está en cualquier arista debe satisfacer n — 1 hiperplanos. Sin perder 

generalidad los n — 1 primeros, como 

c'x* - Y -ctiLJiX* = Y -aiPi 
i = l 1=1 

mientras que 
n - l 

c'x = Y -OIÍUJÍX = Y ~aiPi ~ « A i 

1=1 i = i 

como x debe estar en la región factible entonces ijjnx < pn lo cual implica que: c'x* < 
c'x Vx en una arista que llegue al vértice x* y así x* es óptimo. Como una aplicación de 
este teorema se obtiene el siguiente teorema: 

Teorema 6 Si c = Y^?=i ~aiui c o n a i — 0 para algún i entonces c tiene tolerancia cero 
para la variable básica i. 

5 Consideraciones sobre los cálculos por realizar 

De la solución básica factible óptima x* obtenida y de los tableaux inicial y final, se puede 
obtener la información necesaria para hacer este análisis. La aplicación más básica sería, 
dado un vector perturbado c' verificar si está en el p-cono de invariabil idad de óptimo para 
x*, y esto se logra resolviendo el sistema 

n 

¿=i 

y verificando que cada a, > 0. 

Teorema 7 La matriz asociada al sistema: 

—a\u>i — cxiLOi — • • • — anun = c 

tiene la forma: 
h,k Dk,n-k 

On—k,k Cn—k,n—k 

donde 
Dk,n-k 

Cn—k,n—k 

para los n-k hiperplanos no canónicos. 
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Teorema 8 Si la matriz A tiene la forma 

A = 
Dk,n-k 

^•'n—ktn—k 

y Cn-k,n~k e s invertible. Entonces 

h,k 
On-k.k 

Dk,n-k(- n _ k n _ k 

n—kn—k 

La demostración del teorema 8 es producto de la posibilidad de reordenar las filas y las 
columnas de un sistema de ecuaciones. El teorema 8 se demuestra verificando el producto. 
Finalmente la matr iz C " ^ se puede obtener del tableau óptimo como la matriz resultado 
de mult ipl icar por —1 la transpuesta de la matriz básica inversa. 

6 Ejemplos 

Considere el siguiente ejemplo, adaptado de Dantzig (1963) 

-12x1 - 20x 2 - 18x 3 - 40x 4 Minimizar 
Sujeto a 

4x] + 9 x 2 + 7 x 3 + 10x 4 < 
X] + X2 + 3 x 3 + 40x 4 < 

X \ , X 2 , X,3, X4 > 

con tableaux inicial y final dados como sigue 

6000 
4000 

0 

z xx x 2 Z 3 x 4 Z 5 X6 
L D 

0 z - 1 -12 -20 -18 -40 0 0 0 
1 0 4 9 7 10 1 0 6000 
2 0 1 1 3 40 0 1 4000 

z X i *2 X3 X4 X5 x 6 L D 
0 z - 1 0 2 0 

3 
1 0 
3 0 44 

15 
4 
15 

18667 
1 X j 0 1 7 

3 
5 
3 

0 4 
15 

1 

i5 

4 0 0 0 
3 

2 X4 0 0 1 
30 

1 
30 1 1 

15Q 
7 

1 7 5 

1 0 0 0 
15 

La solución obtenida es xx = x 2 — 0, x 3 = 0 y x4 = iy jp de donde el cono de 
invariabilidad I para este vértice está generado por los vectores: 

( - 4 , - 9 , - 7 , - 1 0 ) , (0 ,1 ,0 ,0 ) , (0 ,0 ,1 ,0 ) , ( - 1 , - 1 , - 3 , - 4 0 ) 
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y para verificar si un valor c' está en este cono, bastaría con resolver el sistema siguiente 
y comprobar que su solución es positiva: 

a , ( - 4 , - 9 , - 7 , - 1 0 ) + a 2 ( 0 , 1 , 0, 0) + a 3 ( 0 , 0,1,0) + a 4 ( - l , - 1 , - 3 , - 4 0 ) = c' (8) 

después de intercambios de filas 1 con 2 y 2 con 3 la matriz asociada a este sistema tiene 
la forma 

A = 
0 0 

que tiene por inversa 

A = 

- 9 - 1 
- 7 - 3 
- 4 - 1 

- 1 0 - 4 0 

7 i 
I 30 

1 
3 
4 

30 
1 

15 
1 

150 

15 75 

Si en el ejemplo anterior se estudia la sensibilidad de c\, entonces debería analizarse 
en qué casos el sistema (8) tiene solución positiva si 

d = ( - 2 0 , - 1 8 , - 1 2 + A , - 4 0 ) . 

La solución tiene la forma: 

¿14- -1 1 5 A + 15 

lo cual da un intervalo de variación A 6 [—4,2] y un rango de [ -16 , - 1 0 ] para cj. 
Un análisis similar permite obtener las tolerancias para los demás coeficientes. 

[ - ^ , oo[ para c 3 

[—-7p, °° [ para c 2 

[ - 2 4 0 , - 1 0 ] p a r a c 4 . 
Como ejemplo adicional considérese el siguiente caso adaptado de Hil l ier-Lieberman 

(1982) [4]. 
La Wyndor Glass Co. es un productor de v idr io de alta calidad, incluyendo ventanas y 

puertas de v idr io . Tiene tres plantas. Los marcos de aluminio y la herrería se hacen en la 
planta 1; los marcos de madera se fabrican en la planta 2 y la planta 3 se usa para producir 
el v idrio y montar los productos. La empresa tiene cierta capacidad de producción libre y 
se han solicitado dos nuevos productos. Uno de estos (producto 1) es una puerta de vidrio 
(de 8 por 8 pies) con marco de aluminio. El otro (producto 2) es una ventana grande (de 
4 por 6 pies) con marco de madera y de gui l lot ina. 

Se ha determinado que se podría vender, de cualquiera de los dos productos, la cantidad 
que pudiera producirse con la capacidad disponible. Sin embargo, como los dos productos 
competirán por la misma capacidad de producción en la planta 3, no se ve claro qué mezcla 
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de productos será la más ventajosa. Además la Empresa está interesada en conocer la 
sensibilidad de la decisión tomada ante variaciones en la ut i l idad de los productos 

En la siguiente tabla se resume la información con respecto a las capacidades dispo­
nibles por plantabas capacidades de esa planta requeridas por unidad producida de cada 
producto y la ut i l idad uni tar ia de cada producto. 

C a p r e q u e r i d a por u n i d a d P r o d 2 C a p . r e q u e r i d a por u n i d a d P r o d 1 C a p a c i d a d d i s p o n i b l e 

p l a n t a 1 1 0 4 
P l a n t a 2 0 2 12 
P l a n t a 3 3 2 18 

Considerando que la ut i l idad por unidad del producto 1 es de 3 y por el producto 2 es de 
5 el problema se formula como el P.L. siguiente: 

Minimizar 
Sujeto a: 

X\ < 

2x2 < 

3 x i + 2x2 < 

Xi,X2 > 

- 3 a ; i - 5i2 

4 
12 
18 
0 

(9) 

Donde x\ y X2 representan las cantidades de producto 1 y producto 2 que se producen. 
Los tableaux inicial y final están dados como sigue: 

E c N . V a r . Bü3. Z X i x 2 X3 X\ L D 
0 Z - 1 -3 -5 0 0 0 0 
1 X3 0 1 0 1 0 0 4 
2 X4 0 0 2 0 1 0 12 
3 X5 

0 3 2 0 0 1 18 

E c N . V a r . B a s . Z X i x2 X3 X4 X5 
L D 

0 2 - 1 0 0 0 3 
2 

1 36 
1 X3 0 0 0 1 1 

3 
1 
3 

2 
2 X2 0 0 1 0 I 

2 
0 6 

3 X i 0 1 0 0 1 
3 

1 
3 

2 

La solución obtenida es x i = 2, y x 2 = 6. 
Además el cono de invariabil idad / para este vértice está generado por los vectores: 

( 0 , - 2 ) , ( - 3 , - 2 ) 

Para verificar si un vector de costos c' está en / el sistema 

A ( 0 , - 2 ) + / 3 ( - 2 , - 3 ) = c', 
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debe tener solución positiva. De los tableaux se obtiene que las matrices A y A 1 

asociadas a este sistema son: 
0 - 3 

- 2 - 2 

que tiene por inversa 

A"1 = 
i _ i 
3 2 

-h o 

Si se quiere estudiar la sensibilidad de c j , entonces debería analizarse en qué casos el 
sistema anterior tiene solución positiva si d = (—3 + A, —5). 

La solución tiene la forma: 

- y 
•1 + 4A + I 

lo cual da un intervalo de variación A G [—§,3] y el rango de tolerancia [—ír, 0] para c\ 
Un análisis similar permite obtener'el rango de tolerancia ] — oo, 2] para c 2 

7 Conclusiones 

Se logra caracterizar de una manera, ante todo fácil de llevar a la práctica, una metodología 
para hacer análisis de sensibilidad en el problema de programación lineal perturbado en 
uno o varios de los coeficientes de la función objetivo. Toda la información requerida se 
puede obtener de los tableaux inicial y óptimo del método simplex. 

Una ventaja del método radica en que no requiere de cálculos complicados y sería 
viable de programar. Además, sólo una vez debe obtenerse la matriz de sensibilidad de 
costos, y cualquier análisis para un nuevo vector d solamente requiere del producto de la 
matriz por éste. 

O t r a posibil idad, como se demostró en el ejemplo, es que permite realizar análisis de 
rango de tolerancia para cualquier costo de la función objet ivo. Cabe aquí destacar que el 
análisis de sensibilidad en bloque, como se propone en [Wendal 1985], puede resultar muy 
atract ivo pero también puede quedarse corto si se piensa que las perturbaciones de varios 
costos simultáneamente están estrechamente ligadas por la matriz de sensibilidad. 

Este enfoque puede usarse para caracterizar vectores de costo sensibles, que corres­
ponden con vectores en las faces del p-cono o vectores más sensibles aún, si quedan sobre 
aristas de éste. De igual manera puede explotarse el conocimiento de estas regiones pa­
ra determinar qué costos deben de mantenerse muy estables para tener un óptimo dado 
o bien, qué modificación de costos producirá un óptimo específico de los posibles en la 
región. 

Una posibilidad que queda abierta es el estudio de variaciones simultáneas de compo­
nentes, cómo alteran la región factible y cuándo se mantendrá la condición óptimo de un 
vértice dado. 
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C O M P A R A C I O N DE INDICES EN L A 
CLASIFICACIÓN J E R A R Q U I C A A S C E N D E N T E 

A L E X M U R I L L O 1 

Resumen 
Este artículo se dedicará a presentar un resumen de algunos índices utilizados 

para determinar los niveles significativos de los árboles jerárquicos de clasificación, 
asociándole a estos niveles las mejores particiones de una clasificación jerárquica au­
tomática ascendente, cuyas clases tengan los individuos más próximos y las clases sean 
lo más separadas entre sí. Luego se dará una comparación en algunas tablas de datos 
reales y simulados. 

P a l a b r a s c laves : clasificación, clasificación automática, índice, árbol jerárquico, nivel 
significativo, partición. 

1 Introducción 

El proceso de clasificación permite sintetizar la información y dar una visión global de un 
problema en estudio; además, brinda una representación esquemática simple, a. part ir de 
una tabla rectangular de datos. 

El resultado que aporta una clasificación tiene una uti l idad de significado en la i n ­
formación y el objetivo más simple de la clasificación consiste en repartir los objetos a 
clasificar, en clases, lo más homogéneas posibles, donde cada una sea bien diferente de la 
otra , ta l que objetos de la misma clase sean más parecidos entre ellos, a los objetos per­
tenecientes a clases diferentes, es decir, se desea procesar simultáneamente las semejanzas 
y las diferencias entre los objetos. 

Las jerarquías, con la comodidad de sus interpretaciones visuales, constituyen desde 
hace mucho t iempo, una forma de clasificación muy popular y son frecuentemente util iza­
das con el interés de tener clases bien significativas. En este artículo, se seguirán usando 
jerarquías binarias. 

Entre los métodos de clasificación tenemos los agregativos o ascendentes y los divisivos 
o descendentes, los cuales no obtienen en general los mismos resultados. 

Los algoritmos ascendentes, o también llamados de aglomeraciones sucesivas, son los 
más antiguos, los más comunes y los más corrientemente utilizados. Entre sus ventajas 
está la rapidez, y generalmente dan buenos resultados. 

' P I M A D , E S C U E L A D E M A T E M Á T I C A . U N I V E R S D D A D D E C O S T A R I C A . 2 0 6 0 S A N J O S É , C O S T A R I C A 
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En el algoritmo general de clasificación jerárquica ascendente (CJA) se supone que 
existen disimilitudes, entre todo par de objetos; se procede a reunir los dos objetos más 
próximos y se recalculan las distancias entre la nueva clase y los restantes, se reitera hasta 
que todos los objetos se aglomeren en una sola clase; obteniendo un árbol jerárquico, 
donde los nodos representan la fusión sucesiva y la a l tura el valor de la distancia entre 
los dos objetos o clases fusionados, conocida como índice de la jerarquía. La dificultad 
reside en la elección de una fórmula para recalcular las distancias entre las fusiones que 
reflejen fielmente los objetos. Si se tienen n objetos, el algoritmo C J A sólo necesitan 
comparar ( n~^)(^~ f c~ 1) fusiones, donde n — k es el número de clases en la iteración k, con 
k = \,...,n-l. 

2 índices que determinan los niveles significativos 

Se presenta un resumen de los índices más utilizados en la bibliografía, con el fin de 
determinar los niveles significativos de los árboles jerárquicos binarios, que ayudarán a la 
escogencia de las mejores particiones en un sentido que será definido. 

2.1 índice d e v a r i a b l e s 

Se basa en la utilización de los conjuntos difusos generados como técnica de cálculo e 
interpretación para hacer un conteo de variables [11, 12]. 

Se considerará una tahla de datos de tamaño n x p. donde n es el número de individuos 
a clasificar del conjunto y p es el número de variables cuantitativas positivas que fueron 
medidas sobre los individuos de Q. Así, x\ es el valor de la variable Vj medida sobre el 

individuo x¡ £ Í2, luego se trasladan al intervalo [0, 1], por yj = donde Sj = J2?=\ x\-
Se aplica la primera iteración del algoritmo CJA a la tabla de datos trasladada y se 

consideran los p conjuntos difusos en el universo í í ' 0 ' = fi: 

Sea a el parámetro de significancia en [0, 1], el cual representa el nivel de exigencia 

Así, una variable Vj es bien significativa para representar separabilidad entre grupos, 
con respecto a esta variable, si |(uj)al > Pn ^ ^ siendo 0 G [0,1] un porcentaje dado en 
forma empírica, l lamado parámetro de representatividad. 

Ahora, se calcula un porcentaje de las variables bien significativas, denominado índice 
de variables, en notación se tiene: 

con j = l , . . . , p . 

mínimo que el individuo X{ € Q debe satisfacer en la variable Vj para ser tomado en cuenta 
en el conjunto de nivel a, esto es: 
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En la siguiente iteración del algoritmo C J A , el universo cambia a = {{xi},..., 
{XÍ, Xj},..., { x n } } , y generalizando a la iteración k, el universo es la partición fiW. En­
tonces es importante tomar en cuenta los conjuntos difusos generados en el universo 
Q(k) Q V(íl) por el conjunto difuso Vj. La función de pertenencia, en la iteración k, 
es la suma acotada de los valores de los individuos en la misma clase h, esto es 

h,/j,x (h) : h e fif*) > , en donde (i~ (h) = min 
vi / J vi 

Por lo tanto , el índice de variables a considerar en la iteración k = 0 , n — 1 es: 

2Vfc(a) = -
P 

{vj • l(?¿)£| > / ? (» - *) > l } | . «i = € í l « : M« (*) > o-J 

Considere un valor del parámetro de significancia a fijo pero arbi trar io en el intervalo 
[0, 1], se define como salto del índice de variables en a al valor A2Vfc(a) = 2Vfc(a) -
i V / t - i (o¡). Si este salto es significativamente grande en la iteración k, indica que la cantidad 
de variables, que determinan la separabilidad de las clases, aumentó drásticamente. 

Considere una escala de parámetros de significancia de la siguiente forma: a m ¡ n < 
<*min + e < amin + 2e < • • • < a m a x i c°n c c m ¡ n , « r a ax € [0 ,1] , con e un valor de espaciado 
fijo, dado en forma empírica. 

Se observa que si la variable Vj representa separabilidad, a un nivel a de la escala, pero 
disminuye su separabilidad al siguiente nivel de la escala, se interpreta como el mayor nivel 
para el cual la variable representa separabilidad. Generalizando esta idea, se obtiene que 
si iVfc(a) > TVk{ot + e), algunas variables están en su mayor nivel de separabilidad. 

Como se desea encontrar la iteración k del algoritmo C J A en la cual la partición 
correspondiente í ) ^ ' sea de clases bien separadas entre sí, lo que se obtiene encontrando 
el mayor salto A2V¿fc(a) para el cual las variables están en el mayor nivel que representa 
separabilidad, y esto se logra para: 

fc=o,...,n-l ™gj A2Vfc(a), en donde J = {otmin, amin + e, amm + 2e a m a x } -

Tomando en cuenta que puede haber dos iteraciones diferentes de salto máximo iguales, 
en t a l caso se escogería la que tenga mayor parámetro de significancia. Sin embargo, este 
puede no ser único, en este caso se le deja al investigador analizar cuál partición es la más 
conveniente para los requerimientos del estudio que está efectuando. 

Por lo tanto , la iteración obtenida anteriormente busca maximizar la separabilidad 
entre las clases de la partición. 

Más detalles sobre la definición de este índice se encuentran en [11]. 

2.2 índice d e i n d i v i d u o s 

Este índice ut i l iza conjuntos difusos para el cálculo e interpretación y se basa en un conteo 
de individuos [11, 12]. 
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Se parte de la misma tabla de datos n X p antes mencionada y se aplicará el algoritmo 
C J A , pero ahora se consideran los conjuntos difusos: 

71. X{ = | (VJ, yj^j : Vj es una variable, con j = 1 , . . . , p j , donde i = 1 , . . . , 

El conjunto de nivel a correspondiente al conjunto difuso x, es 

(xi)a = \VJ : y\ >a, j = l , . . . , p | , . con i = 1 , . . . , n. 

Sea í í '* ' = { P j , . . . , Pn-k) la partición de íí en la iteración k, con k = 0 , . . . , n — 1. 
El índice de individuos, en la primera iteración es 

X l o { a ) = I ( ¿ . e fi(o) . | ( a . . ) Q | >Bp>l\ 

Se denotará con P/, con / = l , . . . , n — f c e l conjunto difuso que se obtiene al sumar 
todos los conjuntos difusos i , ta l que z¿ G P/, en notación simbólica se tiene: 

p == ^ x, = | (VJ, p,pt (VJ)^J : es variable, con j = 1 , . . , , p j > , 

en donde (VJ) = ^ y¿ , con / = 1 , . . . , n — k. Además, se cumple pp¡ (VJ) < 1. 
x.ePi 

Por lo tanto , en cada iteración k del algoritmo C J A , hay n — k conjuntos difusos P¡, 
es por esta razón que en el cálculo del índice de individuos, cuando se generaliza a todas 
las iteraciones, se debe ponderar por la cardinalidad de P¡, para que siempre refleje un 
porcentaje del t o t a l de los individuos de íí , entonces el índice sería: 

IJk(a) = - £ |P,|, en donde Qk(a) = {P¡ € SI™ : \(Pt)a\ > f3p > l } . 
7 1 ñeQk(<x) 

El índice de individuos lo que obtiene son las clases que sobrepasan el parámetro de 
significancia mínimo en un valor del parámetro de representatividad aceptable, lo que se 
interpreta como las clases homogéneas. 

Por lo tanto , si se maximiza el salto A I ^ ( a ) se encuentra la iteración k en la cual las 
clases son lo más homogéneas entre sí, en notación se tiene 

fco^.n-i Te!/ A22j¡:(a), en donde J = { a m i n , a m i n + e, a m i n + 2 e , . . . , a m a x } C [0, 1]. 

Se recomienda que ante diferentes iteraciones con salto máximo igual se escoja la 
iteración que tenga mayor nivel de exigencia a, sin embargo, ésta puede no ser única; en 
este caso, se le deja al experto decidir cuál es la partición más conveniente. 

Por lo tanto , este índice encuentra una o varias iteraciones en la que los grupos son lo 
más homogéneos posibles. 

Más detalles sobre la definición de este índice se encuentran en [11]. 
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2.3 índice d e l c o d o 

El índice del codo es muy popular, pero nosotros desconocemos donde se originó. Consiste 
en encontrar el máximo cambio de inercia intra-clase de una iteración a la siguiente. 

Sean Í2, / i n _ 2 , • • •, h\ los niveles o nodos de la jerarquía indexada y u>„_i, u> n -2i • • • ,W\ 
las inercias intra-clases en cada nivel. Sea Awk = w/t — wk-\ el cambio de inercia del nivel 
hk~\ al nivel hk con k = 2 , . . . , n — 1. El método del codo consiste en encontrar la iteración 
k tal que 

max Awk 

k=2,...,n-\ A W f c - i ' . . . 

La analogía gráfica, consiste en encontrar el lugar donde el codo del gráfico (hk,Awk) 
es el más pronunciado, con igual espaciado en el eje de las abscisas. 

2.4 índice d e D i d a y 

Con el fin de detectar una partición bien significativa, de la jerarquía indexada binaria, 
Diday [2] sugiere uti l izar un corte simple más o menos arbi trar io . 

Considere la curva formada por los puntos (hk,wk) donde fc_= 1 , . . . , n — 1 , siendo 
hk los elementos de la jerarquía binaria y wk los índices correspondientes; con los hk 

distribuidos uniformemente sobre el eje de las abscisas y el orden de su construcción es 
dado por el algoritmo C J A . Si la curva crece rápidamente en hk, se retiene la partición, 
desgraciadamente, esta partición es difícilmente justificable, en sentido de un criterio de 
optimización que sea matemáticamente bien definido. 

Diday lo que desea encontrar es el máximo crecimiento de la curva, esto es análogo a 
maximizar pendientes y como los hk están igualmente espaciados, corresponde a 

max . i i A 

k = 2 n _ j Awk, donde Awk = wk - t o / t - i -

Este índice es usado por muchos investigadores. Sin embargo, Ever i t t lo cataloga como 
un método informal [3]. 

2.5 índice d e J a m b u 

Jambu uti l iza varios índices para que un programa extraiga automáticamente la clase 
de individuos con información significativa, se escogió uno de ellos para nuestro análisis 
comparativo. Sea ck la contribución absoluta de la inercia intra-clase en el nivel k con 
fc = ' 1, . . . , • » — l j además, sea / ( í í ) la inercia to ta l de í í . 

Se elige como nivel de corte, el primer nivel número N ta l que 

N „ 

donde 7 es un valor fijo, que representa un porcentaje de varianza acumulada a part ir del 
nivel más alto de la clasificación. 
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Estos índices permiten eliminar del estudio, los primeros niveles de la clasificación, 
pues el espíritu del método de clasificación jerárquica establece que las clases más altas 
son de varianza más fuerte y las clases más bajas son de varianza más débil [5]. 

2.6 I n d i c e d e L e r m a n 

Para cortar el árbol jerárquico en uno o en varios niveles que correspondan a las mejores 
particiones, ta l que la partición seleccionada maximice el número de veces en que ocurra 
lo siguiente: todo par de individuos de una misma clase de la partición escogida, son más 
próximos que cualquier o tro par de individuos en clases distintas. 

Sobre la base de este principio , Lerman [6, 7] propuso un índice para identificar las 
mejores particiones de una jerarquía binaria dada. Este índice fue estudiado y aplicado en 
[1]. Si la proximidad entre los individuos es dada por una matr iz , cuyas entradas debajo de 
la diagonal son todas diferentes, entonces se construye un índice S(k), l lamado estadística 
global, de la forma siguiente: para cada partición P\¡ de la jerarquía, sea 

- - ; S(k)= z k ~ r s / 2 

x / r s ( / + l ) / 1 2 ' 

en donde 

• / = 
n2 — n 

2 

• s es el número de pares de individuos que están en clases distintas de Pk. 

• r es el número de pares de individuos que están en la misma clase de todas las clases 
Ffc. Observe que / = r + s. 

i 
• Zk es el número de veces que para Pk se cumple lo siguiente: sean a, b, c, d cuatro 

individuos distintos del conjunto a clasificar, entonces la proximidad entre a y b 
es menor que la proximidad entre c y d si y sólo si a y 6 están en distintas clases 
mientras que c y d están en la misma clase. 

Normalmente ocurre que los valores 5 ( 1 ) , . . . , S(n — 1) muestran una tendencia global 
creciente, exhibiendo máximos locales; las particiones que corresponden a los picos más 
pronunciados son las mejores. A estas particiones se les l lama niveles significativos o 
particiones significativas. Así, el analista escogerá una partición, teniendo en cuenta este 
criterio y el número de clases. 

Empíricamente se ha observado que cuando se produce un crecimiento acelerado de los 
valores S(k) hasta un nivel y luego desacelerado, la clase formada en ese nivel puede, con 
frecuencia, ser objeto de alguna interpretación. Por lo tanto , conviene calcular las primeras 
diferencias de la estadística global D(k) = S(k) — S(k - 1) y ubicar sus máximos locales. 
Los nodos correspondientes se denominan nodos significativos o clases significativas y la 
función D(k) estadística local. 
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2.7 índice d e M o j e n a 

Mojena sugiere un procedimiento basado en el tamaño relativo de la diferencia de niveles 
en el árbol. En detalle, la propuesta es seleccionar la partición correspondiente al primer 
nivel k del árbol que satisfaga 

Wk > w + taw, con k = l , . . . , n — 1, 

donde w y aw es el promedio y la desviación estándar respectivamente de las inercias 
intra-clase W\,..., wn_\. Además, t es una constante, que Mojena sugiere que el valor 
esté en el rango de 2.75 a 3.5 para que dé buenos resultados [9, 3]. 

2.8 índice d e M i l l i g a n y C o o p e r 

Mil l igan y Cooper reportan detalladamente, en una investigación [8] acerca de índices, que 
el índice de Mojena está dentro de los más satisfactorios. Además, ellos sugieren que el 
valor de t para la regla de Mojena debe ser 1.25. 

3 Comparación de los índices en los ejemplos numéricos 

En la tabla 1 se hace una comparación entre los órdenes de ejecución de los índices anali­
zados en este t raba jo , con la siguiente notación. Sea n el número de individuos a clasificar 
y sea p el número de variables observadas sobre los individuos de íí, generalmente se tiene 
que p < n y el valor c se puede considerar constante, pues es el número de escalones de a. 

índice Orden ^ 

índice de variables 0(n3 + cn2p) 
7 — — 

Indice de individuos 0(n3 +cn2p) 
índice del codo 0{n3 + n2p) 
índice de Diday 0{n3 + n2p) 
índice de Jambu 0(n3 + n2p) 
Indice de Mojena 0{n3 + n2p) 
7 —— — -
Indice de Mi l l igan y Cooper 0{n3 + n2p) 
índice de Lerman 0(n5 + n2p) 

Tabla 1: Orden de ejecución de los índices 

En la tabla 2 se encuentran los resultados numéricos, donde los renglones son los 
diferentes índices que se compararon y las columnas son los seis ejemplos que se analizaron. 
En los lugares que hay un guión, significa que el índice correspondiente no recomienda 
ninguna partición. 
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En los índices de variables y de individuos se utilizó la escala de valores 10, 20, 30, 40, 
50, 60, 70, 80, 90, del parámetros de significancia a, y el parámetro de representatividad 
entre 0.2 y 0.4. 

El ejemplo de ocho puntos en el plano XY, se utilizó en [11], con el fin de analizar 
el comportamiento de los índices mencionados en este t raba jo , en un ejemplo ta l que se 
conozca a pr ior i la clasificación más satisfactoria; los ocho puntos que se uti l izaron están 
graficados en la figura 1. 

0.60 

Y 

3 4 - 7 8 0.15-

• • - • • 
• • • • 

1 2 5 6 0.02 
1 — i — i — i — i — i — i — i — i — i — i *~ X 

1 2 3 4 5 6 7 8 

Figura 1: Ocho puntos en el plano XY y el árbol jerárquico 

El árbol correspondiente a la jerarquía obtenida de C J A con la d is imi l i tud euclídea 
clásica y la agregación del incremento de la inercia de W a r d , se observa en la figura 1. 
La línea horizontal que corta el árbol jerárquico corresponde a la partición sugerida. Es 
bastante claro, de la tab la 2, pues la mayoría de índices afirma que el árbol hay que part ir lo 
antes del nodo 15, asociándole la partición { 1 , 2 , 3 , 4 } , { 5 , 6 , 7 , 8 } de Í2. 

En los siguientes ejemplos por efectos de espacio no se presentarán los árboles jerár­
quicos, pero todos los detalles de estos resultados se encuentran en [11]. 

Los datos del ejemplo PSYSOC se tomaron de [14] y se refiere a que, las causas de 
muerte son características del estado de salud mental de la sociedad, en diferentes países 
occidentales. El objet ivo es establecer una clasificación de países en función de las tasas 
de morta l idad , calculadas por 100000 habitantes. Las variables son cuantitativas. Los 
índices de la tabla 2 sugieren que el árbol hay que part ir lo antes del nodo 37 o el 36. 

Los datos de las notas francesas han sido utilizados en diversos estudios [10, 15]. Estos 
datos corresponden a las notas escolares obtenidas por unos estudiantes franceses. El 
objetivo es hacer' una clasificación de estudiantes de acuerdo con su rendimiento en cinco 
materias, teniendo en cuenta que la escala francesa es de 0 a 20. Los índices de la tabla 2 
sugieren que el árbol hay que part i r lo antes del nodo 17 o el 16. 

En 1708, un eminente miembro de la Academia Francesa de P intura y Escultura, Roger 
de Piles, publica la obra Balance des Peintres, que entre otras críticas sobre la p intura de 
su época, contiene para 56 pintores, una serie de juicios desde el punto de vista estético, 
para ello tomaron cuatro criterios considerados como esenciales, estos son: la composición, 
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—7 

Indices 
8 Punt . PSYSOC Notas F. Pintores Peces A m i . Sociomat. 

Variables 15 36 16 46 45 45 
Individuos 15 37 16 47 44 47 
Codo 15 22 14 47 45 39 
Diday 15 37 17 47 44 47 
Jambu R l 15 37 17 46 44 46 
Mojena - 37 - 47 45 47 
M i l l i g . Coop. 15 36 17 47 44 46 
Lerman 14 35 15 38 43 41 

Tabla 2: Resultados numéricos para los índices antes mencionados 

el diseño, el color y la expresión. Estos juicios personales de Piles se ubicaron en la escala 
de 0 a 20. De los 56 pintores, Eduardo Piza, [13] seleccionó los 24 pintores más renombrados 
hoy en día. Además, se han utilizado en diversos estudios del Análisis de Datos [15, 10, 4] . 
Los índices de la tabla 2 sugieren que el árbol hay que part ir lo antes del nodo 47 o el 46. 

Los peces de A m i a r d se pueden ver como un ejemplo pedagógico del Análisis de Datos 
[4]. Este ejemplo considera un estudio del metabolismo de radio-contaminación, entre los 
peces. Se desea responder a dos interrogantes: ¿la contaminación de peces está asociada 
a la duración de contacto con la radioactividad? y ¿la medida de un pez está relacionada 
con su radio-contaminación? En un experimento, 24 peces se repartieron en tres acuarios 
radio-contaminados de forma idéntica, pero con diferencias en la duración de contacto. 
Los peces de 1 al 8 están en el acuario 1, los peces de 9 al 17 están en el acuario 2 y los 
peces de 18 al 24 están en el acuario 3. E l pez número 17 se murió durante el experimento. 
Se les midieron 16 características cuantitativas. Además, este ejemplo ha sido usado en 
el análisis de diversos métodos del Análisis de Dados [15, 10]. Los índices de la tabla 2 
sugieren que el árbol hay que part i r lo antes del nodo 44 o el 45. 

A los 24 alumnos de una clase de tercer grado, le atribuyen una nota de 0 a 20 a cada 
uno de sus compañeros y se registra en la l lamada sociomatriz de Thomas. La nota que 
un alumno atribuye a otro mide la "af inidad" que siente para él. El objetivo del análisis 
es dominar el balance de las afinidades. Este ejemplo es util izado por Jambu [4, 10, 15]. 
Los índices de la tabla 2 sugieren que el árbol hay que part ir lo antes del nodo 47. 

4 Conclusiones 

En el análisis de la complejidad efectuado a los índices que determinan el corte del árbol 
jerárquico binario, se obtiene que los índices de variables y de individuos tienen un tiempo 
de ejecución bastante aceptable. 

Por los resultados obtenidos en la tabla 2, hay indicios que los índices de variables y de 
individuos se comportan bien por coincidir con los índices más utilizados por los expertos 
para estos fines, además, de contar con una justificación matemática más explícita. La 
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i m p o r t a d a de esta coincidencia, es porque las clasificaciones obtenidas tienen importantes 
interpretaciones, lo que respalda que se t r a t a de buenas decisiones. 
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Este trabajo presenta una pequeña reseña sobre el desarrollo histórico de las compo­
nentes principales. Algunos resultados algebraicos de Rao sobre los valores y vectores 
propios asociados a un par de matrices, maximizacion de la traza y minimizacion de la 
norma, además délos aportes de Darroch, Okamoto y Kanazawa. Se deducen algunas 
propiedades y se muestra una propiedad optimal para las componentes principales. 
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Cuando se realizan pruebas de hipótesis, análisis de regresión y correlación, estimación 
de parámetros, etc., la mayoría de las técnicas estadísticas que se utilizan en nuestro país 
son denominadas clásicas o paramétricas, e inclusive la bibliografía en una gran parte versa 
sobre este tipo de técnicas paramétricas. Sin embargo, en años recientes se ha tomado 
conciencia de la existencia de otro tipo de procedimientos estadísticos denominados "no 
paramétricos", los cuales han sido aplicados en otros países en problemas industriales, 
científicos, de administración y en otras áreas del conocimiento. 

El objetivo de esta ponencia es presenar el concepto, los antecedentes históricos de los 
métodos no paramétricos y de distribución libre, además de ciertos criterios de compara­
ción que validan la utilización de los métodos no paramétricos en la investigación. 

Según Bradley [1], "una prueba no paramétricá. es una que no plantea hipótesis alguna 
sobre el valor de un parámetro, y una prueba de distribución libre no plantea supuestos 
sobre la forma precisa de la población muestreada". Las definiciones no son mutuamente 
excluyentes, y una prueba puede ser de ambos tipos. 

A fin de estar completamente claros sobre lo que se desea decir con distribución libre, 
es necesario distinguir entre tres tipos de distribuciones: a) la de la población muestreada, 
b) la de la característica realmente usada por la prueba, y c) la del estadístico de la prueba. 
La distribución de la cual están "libres" las pruebas corresponde al tipo a), y la "libertad" 
de que disfrutan es usualmente relativa. 
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Abstract 

In this paper we intend to model, to numerically approximate and to simúlate the con­
centraron of air pollutants in a given domain. The evolution model we use accounts for 
diffusion and advection phenomena, that is to say the trasportaron by predominant wind 
currents is included in the model. Approximation techniques are those of Finite Elements 
for space variable and Crank Nickolson for time. 
All of the results were applied on a particular case that happened in a brasilian city of Sao 
Paulo. 

Resumen 

En este artículo, tratamos de modelar, aproximar numéricamente y simular la 
concentración de contaminantes aéreos en un dominio dado. La evolución del modelo 
que usamos considera fenómenos de difusión, es decir eL transporte por medio de 
corrientes de aire predominantes se incluye en el modelo. Las técnicas de aproximación 
son las de Elementos Finitos para el espacio de variables y de Crank Nicholson para 
el tiempo. 
Todos los resultados se aplicaron en el caso particular de la ciudad brasileña de Sao 
Paulo. 

Introdugáo 

No VI Congresso Internacional de Biomatemática (1993) apresentouse o trabalho entitu-
lado: "Modelaje y Simulación de Poluentes Aerosoles en el Aire", cujo conteúdo foram: o 
tratamento teórico do modelo matemático via urna equaqáo de evolucáo e a discretizacáo 
do problema dos poluentes aerossóis que se dispersam numa regiáo industrializada. Neste 
trabalho apresentamos os resultados do modelo aplicado a um problema de poluicáó no 
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ar que aconteceu em Paulinia, urna cidade brasileira localizada a 20 Km. da Universidade 
Estadual de Campiñas, UNICAMP - Sao Paulo. 

Numa pesquisa (vide [5] ) a poluicáo atmosférica, expressáo concreta das transforma­
rles ambientáis ocasionada em geral pelas usinas e centros industriáis em regióes como 
0 Sudeste (e no Brasil em geral), aumenta os ataques de asma, provoca enfisema e bron-
quite e aumenta os casos de pessoas com problemas respiratorios e de ordem cardíaca; 
esto acontece, por exemplo, ñas cidades de Perus, Cubatáo, Polo Petroquímico de Ca-
macari, Bahia; onde se impóe há muito tempo um quadro de saúde nos seus moradores 
dos mais deprimentes. Outra pesquisa, [4], da mesma autora analisa as características 
epidemiológicas que o Municipio de Paulinia apresenta de forma histórica no período de 
1975-1989 constatando que, embora o curto espado de tempo, as alterarles significativas 
nesse período confirmam os padróes de industrializacáo de regióes de países onde normal­
mente os padróes epidemiológicos están associados a "modernizacáo" e a industrializarlo. 
E de se destacar que nao é apenas que a saúde da populacáo é afetada, também a Biota 
toda é submetida a esses riscos de contaminagáo. 

Só conhecendo os valores da concentragáo de poluentes emitidos pelas fontes poluidoras 
no ambiente e comparando-os com os padróes permitidos que poderia-se inferir o nivel de 
prejuízo ocasionado. E por tal motivo que o objetivo do trabalho é o de apresentar um 
modelo para descrever a evolucáo da concentracáo de certos poluentes do ar em termos dos 
fenómenos de difusáo e de adveccáo - além de apresentar alguns métodos de aproximacáo 
numérica, servindo assim como ponto de partida para trabalhos posteriores. 

Estabeleceremos em primeira instancia o modelo matemático dado por urna equacáo 
diferencial parcial, esta equacáo que descreve o fenómeno evolutivo de difusáo-adveccáo 
será submetida a discretizacáo cujos resultados seram finalmente analizados. 

1 Abordagem do problema: formulagáo clássica 

Nesta abordagem trata-se numéricamente o problema considerando condi^óes de frontei-
ra mistas na regiáo, garantem-se a existencia e a unicidade da solucáo na formula^áo 
variacional, [8], e faz-se urna primeira reducáo do problema ao caso bidimensional, [1]. 

Consideremos o dominio espacial como um paralelepípedo ( íí ) com fronteiras: as faces 
laterais ( dtlo ) onde supomos urna concentragáo nula de poluentes e as tampas superior 
e inferior ( díli ) onde supomos um fluxo nulo, visualizamos esta situacáo na figura 1. 

Seguindo os modelos estabelecidos por [6] e [7], entre outros, podemos formular mate­
máticamente o modelo considerando urna poluicáo inicial constante UQ no instante t = 0. 

A equacáo junto as condigóes iniciáis e de fronteira definen» a seguinte formulagáo 
clássica: 

' du 
— díuíaVu) + div(Vu) + au = /, ot 
(a;,t) € íí x [0,T], t com 

* u(x, 0) = «o em Í2, 
u(x, i) = 0 em dQo, e 

= 0em 0 í l i . 
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Figura 1: Dominio do Problema numa Primeira Abordagem 

Onde u — u(x,t) é a concentradlo dos poluentes em íi X [0,T], assim f¡y é a taxa de 
varia^áo dessa concéntrelo respeito da variável tempo. 

Os outros termos sao descritos por: 

• div(aVu): este termo representa a difusáo propriamente dita, onde a = a(u,x,t) é 
o coeficiente de difusáo, que em geral pode depender do próprio poluente, da posicáo 
e inclusive do tempo; 

• div(Vu): representa o transporte do poluente seguindo a direcáo dada pelo vetor 
velocidade V = (Vi, V2, V3) das correntes de vento predominantes; 

• o~u: com a como coeficiente de decaimento, este termo descreve a parte do poluente 
que se decompoe interagindo com o meio ambiente e assume outras formas; 

• / = f(x, u, i): identifica a fonte alimentadora ou poluidora localizada em x que em 
geral pode depender do tempo e do poluente. 

2 Experiencias computacionais e simulacoes 

Nesta abordagem se utilizou um código computacional em FORTRAN 77, todos os cálculos 
se realizaram inicialmente em microcomputadores IBM P C AT 486 e pelas suas limitacóes 
e para obter melhores resultados passamos a usar as estagóes de trabalho em sistema 
UNIX. Como foi mencionado na introducáo deste trabalho, o passo do modelo continuo 
ao modelo discreto foi descrito em [1]. Nesta fase de discretizagáo as funcóes {<f>i(x,y)} 
representam as funches de base do espago de discretizacáo espacial dos elementos finitos. 

As figuras exhibidas mostram a evolucáo da concentracáo dos poluentes em 10 e 50 
passos no tempo (NPT = 10 e NPT = 50 respectivamente) e com o intuito de descrever 
a dispersáo dos poluentes pela influencia do vento numa determinada regiáo é que os 
resultados podem ser comparados com aqueles onde a influencia do vento é nula. Para 
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as simulacoes te0'ricas foram usados dois conjuntos diferentes de parámetros 2 indicados 
ñas figuras, na primeira a = 0.005, a = 0.01, V = (0.1,0), / = 1, UQ = 1 e na última 
a = 0.01, a = 0.01, V = (0.1,0), / = 1 ,u0 = 1 respectivamente. 3 

3 Conclusóes 

Existem muitos trabalhos em contaminacáo ambiental. Por um lado, há tratados do 
ponto de vista da Biología, Química, Ecología e Ciencias Ambientáis. Também trabalham 
neste campo genéricamente definido, entre outros, profissionais em Técnicas Sanitarias, em 
Saúde Pública, e em Direito. Infelizmente, há relativamente pouco registro bibliográfico 
de participagáo de Matemáticos neste campo - guardadas as proporcoes. 

E assim que na bibliografía disponível praticamente nao tém sido encontrados trabal­
hos que enfoquem o problema de evolucáo da poluicáo atmosférica usando a linguagem 
das Equa^óes Diferenciáis Parciais e ainda menos na obten^áo de solugóes aproximadas 
usando seja técnicas de Diferencias Finitas ou ainda de Elementos Finitos (FEM). O Mo­
delo da Pluma de Gauss, como método analítico, apenas ilustra o problema em certos 
casos estacionarios. 

Ñas solucóes aproximadas do problema se observa urna concentracao maior na zona 
de incidencia da fonte poluidora, onde a presenca do termo advectivo nesta abordagem é 
notável segundo a ilustracao dos gráficos pelo deslocamento desses poluentes no decorrer do 
tempo. Isto significa que pode dar-se o caso que em cidades ou bairros vizinhos o prejuízo 
seja bem maior do que na regiáo onde a fonte está localizada, dependendo, obviamente, 
da magnitude e direcáo do vento e da quantidade e tipo de poluente emitido. Na primera 
abordagem, em que o problema foi reduzido apenas as variáveis horizontais, optamos pela 
utilizagáo de um código numérico com Elementos Finitos de 2 a ordem ( F E M / 2 a ) . A 
possibilidade de recorrer á rede S U N em ambiente U N I X foi importante nesta escolha. 

Além do desenvolvimento de melhores técnicas numéricas, trabalhos futuros tambem 
iráo fazer uso de contatos com o N E P A M (Nécleo de Estudos de Pesquisas Ambientáis) 
para o uso de parámetros em estudos reais - visando efetiva contribucáo em situagóes de 
estudos, de avaliacáo e de decisáo sobre centros poluidores para o justo e imprescindível 
equilibrio, garantindo urna melhor qualidade de vida e repeitando a natureza no real 
interesse e bem estar tanto da coletividade presente, como das geracóes futuras. 
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Abstract 

In this paper we intend to model, to numerically approximate and to simúlate the con­
centraron of air pollutants in a given domain. The evolution model we use accounts for 
diffusion and advection phenomena, that is to say the trasportaron by predominant wind 
currents is included in the model. Approximation techniques are those of Finite Elements 
for space variable and Crank Nickolson for time. 
All of the results were applied on a particular case that happened in a brasilian city of Sao 
Paulo. 

Resumen 

En este artículo, tratamos de modelar, aproximar numéricamente y simular la 
concentración de contaminantes aéreos en un dominio dado. La evolución del modelo 
que usamos considera fenómenos de difusión, es decir eL transporte por medio de 
corrientes de aire predominantes se incluye en el modelo. Las técnicas de aproximación 
son las de Elementos Finitos para el espacio de variables y de Crank Nicholson para 
el tiempo. 
Todos los resultados se aplicaron en el caso particular de la ciudad brasileña de Sao 
Paulo. 

Introdugáo 

No VI Congresso Internacional de Biomatemática (1993) apresentouse o trabalho entitu-
lado: "Modelaje y Simulación de Poluentes Aerosoles en el Aire", cujo conteúdo foram: o 
tratamento teórico do modelo matemático via urna equaqáo de evolucáo e a discretizacáo 
do problema dos poluentes aerossóis que se dispersam numa regiáo industrializada. Neste 
trabalho apresentamos os resultados do modelo aplicado a um problema de poluicáó no 
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ar que aconteceu em Paulinia, urna cidade brasileira localizada a 20 Km. da Universidade 
Estadual de Campiñas, UNICAMP - Sao Paulo. 

Numa pesquisa (vide [5] ) a poluicáo atmosférica, expressáo concreta das transforma­
rles ambientáis ocasionada em geral pelas usinas e centros industriáis em regióes como 
0 Sudeste (e no Brasil em geral), aumenta os ataques de asma, provoca enfisema e bron-
quite e aumenta os casos de pessoas com problemas respiratorios e de ordem cardíaca; 
esto acontece, por exemplo, ñas cidades de Perus, Cubatáo, Polo Petroquímico de Ca-
macari, Bahia; onde se impóe há muito tempo um quadro de saúde nos seus moradores 
dos mais deprimentes. Outra pesquisa, [4], da mesma autora analisa as características 
epidemiológicas que o Municipio de Paulinia apresenta de forma histórica no período de 
1975-1989 constatando que, embora o curto espado de tempo, as alterarles significativas 
nesse período confirmam os padróes de industrializacáo de regióes de países onde normal­
mente os padróes epidemiológicos están associados a "modernizacáo" e a industrializarlo. 
E de se destacar que nao é apenas que a saúde da populacáo é afetada, também a Biota 
toda é submetida a esses riscos de contaminagáo. 

Só conhecendo os valores da concentragáo de poluentes emitidos pelas fontes poluidoras 
no ambiente e comparando-os com os padróes permitidos que poderia-se inferir o nivel de 
prejuízo ocasionado. E por tal motivo que o objetivo do trabalho é o de apresentar um 
modelo para descrever a evolucáo da concentracáo de certos poluentes do ar em termos dos 
fenómenos de difusáo e de adveccáo - além de apresentar alguns métodos de aproximacáo 
numérica, servindo assim como ponto de partida para trabalhos posteriores. 

Estabeleceremos em primeira instancia o modelo matemático dado por urna equacáo 
diferencial parcial, esta equacáo que descreve o fenómeno evolutivo de difusáo-adveccáo 
será submetida a discretizacáo cujos resultados seram finalmente analizados. 

1 Abordagem do problema: formulagáo clássica 

Nesta abordagem trata-se numéricamente o problema considerando condi^óes de frontei-
ra mistas na regiáo, garantem-se a existencia e a unicidade da solucáo na formula^áo 
variacional, [8], e faz-se urna primeira reducáo do problema ao caso bidimensional, [1]. 

Consideremos o dominio espacial como um paralelepípedo ( íí ) com fronteiras: as faces 
laterais ( dtlo ) onde supomos urna concentragáo nula de poluentes e as tampas superior 
e inferior ( díli ) onde supomos um fluxo nulo, visualizamos esta situacáo na figura 1. 

Seguindo os modelos estabelecidos por [6] e [7], entre outros, podemos formular mate­
máticamente o modelo considerando urna poluicáo inicial constante UQ no instante t = 0. 

A equacáo junto as condigóes iniciáis e de fronteira definen» a seguinte formulagáo 
clássica: 

' du 
— díuíaVu) + div(Vu) + au = /, ot 
(a;,t) € íí x [0,T], t com 

* u(x, 0) = «o em Í2, 
u(x, i) = 0 em dQo, e 

= 0em 0 í l i . 
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Figura 1: Dominio do Problema numa Primeira Abordagem 

Onde u — u(x,t) é a concentradlo dos poluentes em íi X [0,T], assim f¡y é a taxa de 
varia^áo dessa concéntrelo respeito da variável tempo. 

Os outros termos sao descritos por: 

• div(aVu): este termo representa a difusáo propriamente dita, onde a = a(u,x,t) é 
o coeficiente de difusáo, que em geral pode depender do próprio poluente, da posicáo 
e inclusive do tempo; 

• div(Vu): representa o transporte do poluente seguindo a direcáo dada pelo vetor 
velocidade V = (Vi, V2, V3) das correntes de vento predominantes; 

• o~u: com a como coeficiente de decaimento, este termo descreve a parte do poluente 
que se decompoe interagindo com o meio ambiente e assume outras formas; 

• / = f(x, u, i): identifica a fonte alimentadora ou poluidora localizada em x que em 
geral pode depender do tempo e do poluente. 

2 Experiencias computacionais e simulacoes 

Nesta abordagem se utilizou um código computacional em FORTRAN 77, todos os cálculos 
se realizaram inicialmente em microcomputadores IBM P C AT 486 e pelas suas limitacóes 
e para obter melhores resultados passamos a usar as estagóes de trabalho em sistema 
UNIX. Como foi mencionado na introducáo deste trabalho, o passo do modelo continuo 
ao modelo discreto foi descrito em [1]. Nesta fase de discretizagáo as funcóes {<f>i(x,y)} 
representam as funches de base do espago de discretizacáo espacial dos elementos finitos. 

As figuras exhibidas mostram a evolucáo da concentracáo dos poluentes em 10 e 50 
passos no tempo (NPT = 10 e NPT = 50 respectivamente) e com o intuito de descrever 
a dispersáo dos poluentes pela influencia do vento numa determinada regiáo é que os 
resultados podem ser comparados com aqueles onde a influencia do vento é nula. Para 
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as simulacoes te0'ricas foram usados dois conjuntos diferentes de parámetros 2 indicados 
ñas figuras, na primeira a = 0.005, a = 0.01, V = (0.1,0), / = 1, UQ = 1 e na última 
a = 0.01, a = 0.01, V = (0.1,0), / = 1 ,u0 = 1 respectivamente. 3 

3 Conclusóes 

Existem muitos trabalhos em contaminacáo ambiental. Por um lado, há tratados do 
ponto de vista da Biología, Química, Ecología e Ciencias Ambientáis. Também trabalham 
neste campo genéricamente definido, entre outros, profissionais em Técnicas Sanitarias, em 
Saúde Pública, e em Direito. Infelizmente, há relativamente pouco registro bibliográfico 
de participagáo de Matemáticos neste campo - guardadas as proporcoes. 

E assim que na bibliografía disponível praticamente nao tém sido encontrados trabal­
hos que enfoquem o problema de evolucáo da poluicáo atmosférica usando a linguagem 
das Equa^óes Diferenciáis Parciais e ainda menos na obten^áo de solugóes aproximadas 
usando seja técnicas de Diferencias Finitas ou ainda de Elementos Finitos (FEM). O Mo­
delo da Pluma de Gauss, como método analítico, apenas ilustra o problema em certos 
casos estacionarios. 

Ñas solucóes aproximadas do problema se observa urna concentracao maior na zona 
de incidencia da fonte poluidora, onde a presenca do termo advectivo nesta abordagem é 
notável segundo a ilustracao dos gráficos pelo deslocamento desses poluentes no decorrer do 
tempo. Isto significa que pode dar-se o caso que em cidades ou bairros vizinhos o prejuízo 
seja bem maior do que na regiáo onde a fonte está localizada, dependendo, obviamente, 
da magnitude e direcáo do vento e da quantidade e tipo de poluente emitido. Na primera 
abordagem, em que o problema foi reduzido apenas as variáveis horizontais, optamos pela 
utilizagáo de um código numérico com Elementos Finitos de 2 a ordem ( F E M / 2 a ) . A 
possibilidade de recorrer á rede S U N em ambiente U N I X foi importante nesta escolha. 

Além do desenvolvimento de melhores técnicas numéricas, trabalhos futuros tambem 
iráo fazer uso de contatos com o N E P A M (Nécleo de Estudos de Pesquisas Ambientáis) 
para o uso de parámetros em estudos reais - visando efetiva contribucáo em situagóes de 
estudos, de avaliacáo e de decisáo sobre centros poluidores para o justo e imprescindível 
equilibrio, garantindo urna melhor qualidade de vida e repeitando a natureza no real 
interesse e bem estar tanto da coletividade presente, como das geracóes futuras. 
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OPERACIONALIZACIÓN D E L C O N C E P T O 

D E D E S A R R O L L O S O S T E N I B L E 

A TRAVÉS D E M O D E L O S BIOECONÓMICOS 

J O S É F . P A S T R A N A 1 

E n esta artículo se presenta primero el concepto de desarrollo sostenible de acuerdo 
con la F A O , para luego reelaborarlo en términos de un modelo bioeconómico, obteniendo 
finalmente una formulación operacional de ese concepto. 

En él se presentan también los conceptos de sistema, modelo, caos, componentes 
económico y biológico y se discute la inhabil idad del sistema económico de libre empresa, 
en su forma corriente, para procurar el desarrollo sostenible. Ademas, se hace referencia 
a varios aspectos matemáticos relacionados con la solución del sistema de ecuaciones dife­
renciales del modelo bioeconómico que se ofrece como base para el desarrollo del concepto. 

P a l a b r a s c lave : sistema, modelo, caos, desarrollo sostenible. 
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REGRESIÓN L I N E A L Y A N A L I S I S D E L A V A R I A N Z A 

U S A N D O E L P A Q U E T E ESTADÍSTICO 

L I N E A L VERSIÓN 2.3 

B L A N C A ROSA PÉREZ S A L V A D O R 1 - SERGIO G . DE LOS COBOS SILVA 1 

M I G U E L A N G E L GUTIÉRREZ A N D R A D E 2 

Resumen 

En el minicurso de regresión lineal y análisis de varianza, usando el paquete de 
estadísticas Lineal, se pretende dar una introducción teórica a estas dos importantes 
técnicas estadísticas, establecer los supuestos en los que se sustentan, indicar el tipo 
de datos a los que se les puede aplicar y posteriormente, realizar algunos ejercicios 
prácticos utilizando el paquete de estadísticas ya mencionado, que es una herramienta 
sencilla y eficaz para realizar los cálculos del análisis de regresión y análisis de varianza. 

1 Introducción 

El modelo de regresión lineal considera que existe una relación de asociación entre una 
variable respuesta Y y una o más variables explicativas Xi\ i = 1,2,...,m, dada por el 
modelo 

Y = {30 + 0iXi + f32X2 + ... + 0mXm + e 

donde e es el error de observación, una variable aleatoria con media cero y varianza 
a2. Se supone que los errores son independientes y no correlacionados con las variables 
explicativas. 

Las inferencias que se hacen al modelo de regresión lineal son dos: 

1. Estimación de los parámetros del modelo /?,-, i = 0 , 1 , . . . , m y a2 y 

2. Prueba de hipótesis sobre los mismos parámetros. 

1 U N I V E R S I D A D A U T Ó N O M A M E T R O P O L I T A N A , U N I D A D I Z T A P A L A P A , D E P T O . D E M A T E M Á T I C A S , A V . 

M I C H O A C Á N Y C A L L E L A P U R Í S I M A , C O L . V I C E N T I N A , C P 0 9 3 4 0 M É X I C O D . F . , M É X I C O 
2 U N I V E R S I D A D A U T Ó N O M A M E T R O P O L I T A N A , U N I D A D A T Z C A P O T Z A L C O , D E P T O D E S I S T E M A S , A V . 

S A N P A B L O 1 8 0 , C O L . R E I N O S A T A M A H U L I P A S , C P 0 2 2 0 0 M É X I C O D . F . , M É X I C O 
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Por ejemplo, se puede estimar una relación funcional entre el ingreso de una persona 
y su nivel de escolaridad. 

El modelo de análisis de varianza, supone la aplicación de dos o más tratamientos a un 
conjunto de muestras independientes de la población. Los tratamientos son T\,T2. • • •,Tk, 
al aplicarse los tratamientos se tiene interés en observar la variable respuesta Y, se supone 
que la media de la variable respuesta al aplicarse el tratamiento T¿ es ¿i,-. La inferencia 
que se hace con el análisis de varianza es la prueba de hipótesis de diferencia de medias 
de los tratamientos. 

Por ejemplo, considere que se está experimentando en una estación agrícola, y se aplica 
una diferente concentración de fertilizantes a k parcelas sembradas de maíz, se quiere medir 
el rendimiento del cultivo por hectárea. Yij es el rendimiento de la hectárea i que se le 
aplicó la concentración j de fertilizante. El análisis de varianza se utiliza, en este caso, 
para determinar si las distintas concentraciones de fertilizante dan un rendimiento por 
hectárea semejante. 

El paquete de estadísticas Lineal fue desarrollado para ser usado en computadoras 
personales de recursos mínimos, pero con resultados precisos, fácil manejo y rapidez de 
cálculos. Efectúa los cálculos necesarios para una regresión lineal simple, la regresión lineal 
múltiple y el análisis de varianza. 

En el minicurso se pretende enseñar el cuadro teórico de las dos técnicas estadísticas 
y la interpretación de los resultados obtenidos a través del paquete. 

2 Presentación de Cineal 

El Paquete estadístico Lineal, permite tener los cálculos del análisis de regresión lineal, 
simple y múltiple, y el análisis de varianza con uno y dos criterios de clasificación. 

Los resultados producidos por el paquete son precisos y pueden ser comparados con 
los que generan programas de mucha capacidad y tradición como el SPSS o el SAS. 

2.1 C a p a c i d a d de l e c t u r a y e s c r i t u r a 

El paquete toma los datos de un archivo en disco, con extención ".dat"; y deposita los 
resultados en un archivo en disco con el mismo nombre y extención ".sal", o bien, los 
imprime en papel a través de una impresora, de matriz de puntos o láser, conectada a la 
computadora. A l mismo tiempo, los resultados van apareciendo en la pantalla. 

Si los resultados se escribieron en un archivo en disco y se quiere tenerlos impresos 
en papel, puede hacerlo utilizando la siguiente instrucción desde el drive en donde esta el 
archivo con los resultados: 

copy nombre-del-archivo.sal prn 

2.2 R e q u e r i m i e n t o s del s i s tema y l imitaciones del p r o g r a m a 

Requerimientos mínimos. El programa puede ser ejecutado eficientemente en una 
maquina 286 o superior, con al menos un drive disponible (inclusive de 5^, doble densidad). 
El programa aumenta considerablemente la velocidad si se corre desde el disco duro. 
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El análisis de regresión puede hacerse hasta con 10 variables de 250 observaciones cada 
una. El análisis de varianza puede hacerse hasta con 250 datos, clasificados con uno o con 
dos criterios, sin considerar efecto de iteración. 

El programa, de esta manera, fue desarrollado para ser usado por estudiantes, que 
por lo general tienen acceso a computadoras con poca capacidad y sin disco duro. 

3 Contenido 

La primera pantalla de Cineal, contiene una presentación y un menú con las tres opciones 
siguientes: 

• I N F O R M A C I Ó N ; que al seleccionarse despliega una pantalla de información a-
cerca de lo que Cineal es. 

• ESTADÍSTICAS L I N E A L E S ; que al seleccionarse lo lleva propiamente al pro­
grama Cineal; él cual se inicia presentando una pantalla con el submenú que se 
muestra en la figura 1. 

• S A L I D A que al seleccionarse le permite salir del programa Cineal. 

Figura 1 Pantalla de la opción ESTADÍSTICAS L I N E A L E S . 
arcHivo Datos Calcula Regresión Anova Salir 

[F l ] Ayudas Elije una opción [ALT-X] Salir 

3.1 Contenido de E S T A D I S T I C A S L I N E A L E S 

Este es un cuadro sinóptico del contenido de los menús que conforman la opción ES­
TADÍSTICAS LINEALES. 

ESTADISTICAS LINEALES. 

- arcHivo 
* Crear un archivo 
* Elegir un archivo 
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* Salir 
— Datos 

* Listar datos 
* Modificar una observación 
* Eliminar una observación 
* Aumentar datos 
* A o M una Variable 
* Salir 

— Calcula 
* Producto 
* Cociente 
* Logaritmo Natural 
* Logaritmo base 10 
* Raíz cuadrada 

— Regresión 
* Estadísticas 
* Gráfica 

— Anova 
* Estadísticas 

Se pretende que los estudiantes se familiaricen con estas opciones y que puedan inter­
pretar los resultados. 
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ANÁLISIS D E REGRESIÓN D E GINI 
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P a l a b r a s c l a v e : diferencia media, programación lineal, estimación robusta. 

El análisis de regresión de Gini , es una alternativa al método de mínimos cuadrados, para 
estimar los parámetros del modelo de regresión lineal. Los estimadores obtenidos con la regresión de 
Gini son estimadores robustos, por lo que fallas en los supuestos de linealidad, no correlacionalidad, 
independencia y normalidad no les afecta de manera considerable. En el trabajo se presentan los 
estimadores por el método de Gini , y algunas maneras de probar los supuestos del método de 
mínimos cuadrados. 

Se define la desviación media de Gini de una v.a. X como MD(X) — E { \ X — M\), donde M 
es la mediana de X. Se pueden estimar dos rectas utilizando la desviación media de Gini: (a) la 
recta que minimiza la expresión f(a,0) = le«'i = 2~27=i \v' ~ a ~ &Xi\; y (b) la que minimiza 

9Í0) = 2~2i<i<j<n \ £ i - £ i \ = £ i < ¿ < j < n Iw - VJ ~ 3 ( x i ~ x i ) \ -
Para minimizar estas dos funciones se tienen las siguientes propiedades: [ P l ] Las dos funciones 

/ ( a , 0 ) y g ( 0 ) , son convexas. [ P 2 ] El problema de minimizar g ( 0 ) = Y2i<j le« — t i I = YL\t/i ~Vj ~ 
3(XÍ — Xj)\ es equivalente al problema de programación lineal: minimizar H(3,7) = 7 sujeto a las 
2 n ( n - i ) / 2 restricciones £ \ ¿ ±(e , - ej) < 7. [P3] El problema de minimizar / ( a , 3) = £ |e<| = 

\yi — a — 3XÍ\ es equivalente al problema de programación lineal: minimizar H(a,8,f) = 7 
sujeto a las 2 " restricciones Yli<j z~ 7- Los vértices de g{8) coinciden con la solución de 
las ecuaciones e, — ej = 0 , para todo i ^ j. Esto implica que e¿ — Cj = j/,- — yj — /3(x¿ — Xj) = 0 y 
que 0ÍJ = s'Zx1- ^ o s vértices de la gráfica de la función'coinciden con la pendiente entre dos puntos 
muéstrales. [ P 5 ] Los vértices de f(a, 0 ) coinciden con la solución de dos sistemas de ecuaciones, 
cuya solución es: 0¡j = l^J.yáij = j/< - 0Xi — yj - 0Xj. 

Si la solución encontrada por minimizar la función / ó g es única e igual a 0 = j ' g I ^ . p , se 

puede ver como un promedio ponderado Ylrnij'wi3 c o n wi<¡Jo = = 1 y wi,j — 
0, V i,j ¿ t'o.jo- Si la 

solución no es única, (son dos o más vértices los que minimizan la función objetivo, V es el conjunto 

de estos vértices), 0 se toma como el promedio ponderado 0 = ^mijWij con WÍJ —
 s i 

(x¿, Xj) y ( x k , x)) se relacionan con los elementos de V , y UJ,¿ = 0 en otro caso. De este modo, sólo 
cuentan las pendientes que minimizan la desviación media de Gini . 

La desviación media de Gini también puede usarse para el caso de regresión lineal múltiple. 
Referencias 
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ANÁLISIS D E E S T R U C T U R A S D E OPINIÓN P U B L I C A 1 

J O R G E P O L T R O N I E R I 2 

Este trabajo se presentan los resultados de los análisis hechos a través de nueve años de investi­
gación de las estructuras de la opinión pública en Costa Rica. La interpretación y los comentarios 
se hacen desde una doble perspectiva: 

- una perspectiva microscópica del sico-sociólogo, en que basa en los mecanismos que permiten 
el ajuste entre el individuo y su medio ambiente, de cómo se construyen las representaciones 
y de cómo se pasa de las representaciones sociales a las representaciones individuales y 
recíprocamente. Aquí se procede principalmente por diferencias insistiendo en la diversidad 
de opiniones en los diferentes grupos sociales. 

- una perspectiva macroscópica del politólogo, donde la atención gira en torno al actor y sobre 
las relaciones que tiene con las opiniones. Aquí el porcentaje toma toda su importancia. 
Producto por agregación de las opiniones individuales, es una fuente de legitimidad que 
puede jugar un papel importancia en la correlación de fuerzas. 

En el estudio de valoración, actitudes y sus estructuras se evidencia que es necesario tomar en 
consideración los siguientes aspectos: 

- Escoger una metodología de estudio que esté acorde con las siguientes interrogantes: ¿Cómo 
hacer de manera que el sistema de implemetado no sea complicado sin dejar de ser eficaz? 
¿Cómo definir el contenido y la forma del cuestionario? ¿Cuándo y a qué ritmo deberá éste 
ser administrado? 

- Definir el conjunto de tratamientos estadísticos a realizarse; algunos tratamientos pueden 
ser previstos de antemano. 

El Análisis en Componentes Principales toma toda su importancia como metodología para 
enfocar el problema. 

El espectro de los problemas que es posible plantear es bastante variado, por lo que la organi­
zación del sistema debe permitir manipular y tratar los datos en forma versátil. 

Lo considerado anteriormente nos permite hablar de una economía de roles. Es el triple juego 
de las interacciones siguientes: 

- Entre actores sociales: el debate. 
- Entre actores y el público: el juego de la oferta y de la demanda de roles. 
- Entre individuos sociales: la diferenciación que lleva a las sociedades democráticas modernas 

hacia nuevos equilibrios, bajo el impulso de los conflictos, donde el debate entre instituciones 
y las opiniones quedan en correspondencia con sus diversidades. 

' E l desarrollo completo del trabajo aparece en: Poltronieri , J . ( 1 9 9 6 ) "Análisis de las estructuras de la 
opinión pública", Revista de Matemática: Teoría y Aplicaciones 3 ( 2 ) . 

2 P I M A D , E S C U E L A D E M A T E M Á T I C A , U N I V E R S I D A D D E C O S T A R I C A , 2 0 6 0 S A N J O S É , C O S T A R I C A 
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P I M A D 2 . 1 : L O S A L G O R I T M O S 

OLDEMAR RODRÍGUEZ ROJAS1 

Resumen 
En este artículo se presentan en pseudocódigo los principales algoritmos que están 

implementados en cada uno de los módulos del programa PIMAD 2.1, esto con el fin 
de que los usuarios del programa puedan estar seguros de que los cálculos que el pro­
grama realiza se adaptan realmente a su problema. 

1. Introducción 
El PIMAD 2.1 ha sido implementado para efectuar análisis de datos siguiendo las meto­
dologías francesas. Además ha sido diseñado ejecutarlo bajo Windows 3.1, Windows for 
Workgroups 3.11 y WindowsNT. Además funciona bastante bien bajo el sistema operati­
vo Windows95. Para una guía de su uso consulte [Rodríguez96] 

Esta versión de programa consta de 4 módulos, el primero permite realizar análisis univa-
riados y bivariados de datos, el segundo está diseñado para el análisis en componentes 
principales, el tercero permite efectuar análisis de tablas múltiples de datos utilizando el 
método Statis y el cuarto módulo permite realizar clasificación jerárquica. En las siguien­
tes secciones se describen con detalle los algoritmos más importantes implementados en 
cada uno de estos módulos. 

2. £1 módulo de análisis en componentes principales 
2.1 El algoritmo 
En esta sección se presenta el algoritmo del Análisis en Componentes Principales (ACP) 
utilizado por el PIMAD 2.1. Se supondrá que en el espacio de los individuos se usa la 
métrica. 

1 Escuela de Matemática, Universidad de Costa Rica. 
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M = Dysi = 
1/5? 0 

0 MS\ 

0 0 

0 

MSj j 

y que sobre el espacio de los caracteres se usa la métrica D\¡„ dada por la matriz: 

DVn = 
f Mn 0 0 ^ 

0 Mn ••• 0 

0 0 Mn 
Algoritmo: 
Paso 1: Se centra la tabla de datos X, restando a cada entrada el promedio de la columna 
respectiva, se le llama de nuevo la tabla X. 

Paso 2: Se calcula la matriz de correlación R. 
Paso 3: Se calculan los valores y vectores propios (ortonormales) de R, v i , v 2 , v p y 
A,i, A-2,..., ~kP respectivamente. 
Paso 4: Se calculan las componentes principales mediante la fórmula: 

C-XMVi con / = 1,2,...,/?. 

Paso 5: Se calculan las coordenadas de los caracteres, para granearlos en los círculos de 
correlación. Se obtiene una matriz de correlaciones entre los caracteres originales y los 
componentes principales. 
Paso 6: Se generan los planos principales y los círculos de correlación. 

2.2 ¿Cómo ejecutar este algoritmo? 
Con el menú ACP-Paso-a-Paso, que se presenta en la Figura 1, se puede realizar un Análi­
sis en Componentes Principales (ACP) siguiendo, paso por paso, el algoritmo que presen­
tado en la sección 2.1. 
£1 paso 1 del algoritmo (centrar la tabla de datos) es ejecutado en forma automática por el 
programa cuando el archivo es cargado en memoria. Con la opción ACP-Paso-a-
Paso|Calcular la Matriz Correlación se puede ejecutar el paso 2 del algoritmo, es decir, 
se calcula la matriz de correlación, esta matriz es guardada en un archivo tipo ASCII de­
nominado MCORRELA.TXT. Para ejecutar el paso 3 del algoritmo (calcular los vectores 
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y valores propios) ejecute la opción ACP-Paso-a-Paso|Calcular Vectores y Valores 
Propios, los vectores propios son almacenados en el archivo VECTORP.TXT y los valo­
res propios en el archivo VALORP.TXT. Al paso 4 del algoritmo (calcular las componen­
tes principales) corresponde la opción ACP-Paso-a-Paso¡Calcular Componentes 
Principales, las componentes principales son guardadas en forma columnar en el archivo 
COMPONE.TXT. El paso 5 del algoritmo puede ser ejecutado con la opción ACP-Paso-
a-Paso|Calcular Principales Correlaciones, las principales correlaciones son almacena­
das en el archivo PRINCORR.TXT en forma columnar. Para generar los gráficos del pla­
no principal y del círculo de correlación (paso 6 del algoritmo) están las opciones 
ACP-Paso-a-Paso|Graficar el Plano Principal, y ACP-Paso-a-Paso|Graficar el Cír­
culo de Correlación respectivamente. 

Calcular los Vectores y Valores Propios 

Calcular Componentes Principales 
Cargar Componentes Principales 
Graficar el Pjano Principal... 
generar Archivo LATeX del Plano Principal 

Calcular Principales Correlaciones 
Cargar Principales Correlaciones 
Graficar el Círculo de Correlación 
Ge.nerar Archivo LATeX del Círculo de Corre lación 

FIGURA 1. Menú ACP-Paso-a-Paso. 

Con la opción ACP-Paso-a-Paso|Cargar Componentes Principales se pueden cargar 
directamente en memoria las componentes principales para generar el plano principal, ya 
sea en formato Windows o LATeX. El archivo con las componentes principales debe te­
ner el mismo formato que el especificado en la sección 3.1 de [Rodríguez96] para la tabla 
de datos. Además con la opción ACP-Paso-a-Paso|Cargar Principales Correlaciones 
se pueden cargar directamente en memoria las principales correlaciones para generar el 
círculo de correlación, también en formato Windows o LATeX. El archivo con las princi­
pales correlaciones también debe tener el mismo formato que el especificado para la tabla 
de datos. 

Como ya se mencionó, con este menú se pueden generar gráficos en formato LATeX, tan­
to para el plano principal como para el círculo de correlación con las opciones Generar 
Archivo LATeX del Plano Principal y Generar Archivo LATeX del Plano Principal 
respectivamente. Estos gráficos son guardados en un archivo extensión TEX, el nombre 
es seleccionado por el usuario. Para imprimir el gráfico de este tipo debe compilarse con 
algún compilador LATeX estándar. 
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3 . £1 módulo para el método Statis 
3.1 £1 algoritmo 
En esta sección se presenta un algoritmo para el método Statis que utiliza el PIMAD 2.1. 
Este algoritmo es presentado con mayor detalle en [González-Rodríguez 95]. 
El algoritmo lo dividimos en: Entrada de datos, Intraestructura e Interestructura. En la 
métrica D consideramos todos los pesos iguales y Mk es la matriz identidad. 
Entrada: Se reciben r tablas (matrices) de datos Xk individuox variables de tamaño nxpk 
, centradas respecto a D, donde n es el número de individuos, el mismo en las r tablas, pk 
es el número de variables en la ¿-ésima medición, D = diag(Mn, Mn,Mn) es la matriz 

de pesos, invariable para las r tablas. 
Interestructura: (pasos 1-4). Como los individuos en las diferentes mediciones han sido 
los mismos, comparamos su distribución espacial a través de las matrices W¡ =XiXti. Para 
ello usamos la métrica definida por el producto interno: 

< WuWj >4 = tacaiWiWj) = < W¡, Wj >/ 

donde W¡ e R" es un vector formado por todas las filas de la matriz W¡ para 
i = l , 2 , . , . , r . 
Paso 1: Calcular las matrices W¡ de tamaño n x n dadas por W¡ = XiXti para / = 1,2,..., r 
Paso 2: Generar la matriz 

A'=r»ril»r2.-"l»rrl , • L Jn 2xr 

Paso 3: Efectuar el Análisis en Componentes Principales del triplete (X,D±_, \l„i). (Se 
utiliza el algortimo presentado en la sección 4). Luego se guarda el primer vector pro­
pio de este ACP, que denotamos por u - [u\,ur), y el primer valor propio X\ para 
usarlos en el compromiso. 

Paso 4: Graficar el círculo de correlaciones (en éste aparecerán representados los vecto­
res Wt). 

Intraestructura: (pasos 5-13). El estudio evolutivo de individuos y variables lo realiza­
mos con la factorización del compromiso Z¡t=i_Pjt^ obtenida del ACP de (X,I¡,D), don­
de / = pk, p*fc está definido en el paso 5 y X se define como sigue: 
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Dado que el operador WD del ACP de (X,I¡,D) es igual al compromiso, se obtiene una 
representación simultánea de las 'L'¡c=vPkvariables en la base D-ortonormal de los vectores 
propios de WD, que denominamos ejes del compromiso. 
Pero el ACP anterior no resuelve el problema de la representación simultánea de los indi­
viduos, para ello definimos las coordenadas de los individuos de la ¿-ésima tabla como la 
Z>-proyección ortogonal de las filas de la matriz Wk sobre los ejes del compromiso. Para 
una justificación de esta definición ver [Lavit 88]. 
Una trayectoria es la representación de un mismo individuo a través de las diferentes ta­
blas, en los ejes del compromiso. 
Evolución de las variables: (pasos 5-10) 
Paso 5: Calcular f3 = (pY, f32,..., pV) = -¿=ru. 
Paso 6: Calcular la matriz por bloques X como sigue: 

2 = [ ypTXl I JfaX2 I ••• I JiVrXr 1 _ , . 
L Jnxl.k=lPk 

Paso 7: Efectuar elACP(XJi,D) (no reducido). 

Paso 8: Guardar la matriz de componentes principales, denotada por: 
C = [Ci, C2 , . . . , C¡] donde / = 2 ^ , p k . 

Paso 9: Graficar el círculo de correlación de este ACP, en el cual se podrá estudiar la 
evolución de las variables. 
Paso 10: Graficar el plano principal dé este ACP, en el que aparecen representados los n 

individuos promedio, ver definición en [Lavit 88]. 
Evolución de los individuos: (pasos 11-13) 
Paso 11: Calcular la matriz fND definida por bloques como sigue: 
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IND= 
w2-

Wr 

Paso 12: Calcular las coordenadas de los individuos a través de las diferentes tablas, de­
notada por Q, mediante el siguiente producto matricial: 

Q =C'ÍDxC. 
Paso 13: Graficar el plano principal. En éste se podrá estudiar la evolución de los 

individuos. 

3.2 ¿Cómo ejecutar este algoritmo? 
Mediante e1 menú InterEstructura y el mcnu IntraEstructura se puede realizar un análisis 
de tibias múltiples siguiendo el algoritmo de la sección anterior paso por paso. 
El menú InterEstructura se presenta en la Figura 2. La primera opción de este menú 
Calcula Wi-Genera X corresponde a los pasos 1, 2 y 3 del algoritmo. La opción Círculo 
de Correlación de los Wi corresponde ul paso 4 del algoritmo. 

El menú IntraEstructura se presenta en la Figura 3. Mediante este menú se puede anali­
zar la evolución de las variables y de los individuos. 

Desp legar tu I vb'¡a Generada X 
Círculo de Corre¡oc'<"i.i de loa Wi 
Círculo de Correlación de los Wi en LATeX 

FIGURA 2. Menú InterEstructura. 

El submenú Trayectoria de las Variables corresponde a los pasos 5 al 10 del algoritmo 
de la sección anterior. Así con la opción Trayectoria de las Variables | Calcular Beta se 
puede ejecutar el paso 5 del algoritmo. Para ejecutar el paso 6 del algoritmo ejecute la op­
ción Trayectoria de las Variables|C.aIcular ~X. Para ejecutar el paso 7 del algoritmo, es 
decir efectuar el ACP(X,I¡,D) no reducido, de deben ejecutar las opciones Matriz de 
Correlaciones, Vectores Propios, Principales Correlaciones, y Componentes Princi­
pales del menú Trayectoria de las Variables. El paso 8 del algoritmo (guardar la matriz 
de componentes piincipales) es ejecutado en forma automática por el programa. El paso 9 
del algoritmo corresponde a la opción Trayectoria de las Variables|Círculo de Correla­
ción v e! paso 10 corresponde a la opción Trayectoria de las Variables|Plano 
Principal-Individuos Promedio. 
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Componentes Principales 
Plano Principal 
Plano Principal en LATeX 

Calcular "X 
Matriz de Var ianzas 
Vectores Propios 

Principales Correlaciones 
Círculo de Corre lación 
Círculo de Correlación en LATeX 

Componentes Principales 
B a ñ ó Principal - Individuos Promedio 
glano Principal - Individuos Promedio en LATeX 

FIGURA 3. Menú IntraEstructura. 

El submenú Trayectoria de las Individuos corresponde a los pasos 11 al 13 del mismo 
algoritmo. De modo tal que para calcular la matriz LND definida en el paso 11 del algorit­
mo ejecute la opción Calcular X=IND, el paso 12 del algoritmo corresponde al opción 
Componentes Principales, y el paso 13 corresponde a la opción Plano Principal de este 
menú. 

4. £1 móduio de clasificación jerárquica 
4.1 El algoritmo utilizado por este módulo 
Los métodos de clasificación jerárquica ascendente tienen como propósito central cons­
truir un conjunto de particiones, llamado jerarquía binaria, por un procedimiento que se 
puede resumir en cuatro pasos: 

1. Se inicia con la partición cuyas clases se reducen a un elemento. 
2. Si P es la partición construida en el paso k, entonces se localizan dos clases de P 

que sean las más próximas. Se trata de una optimización local en P que se hace en 
cada paso del algoritmo. -

3. Se fusionan las dos clases encontradas anteriormente y se define a partir de P, una 
nueva partición, suprimiendo las dos clases fusionadas y agregando la nueva clase. 

4. Repetir los pasos 2. y 3. hasta que la partición resultante tenga solo una clase. 
Los métodos de clasificación jerárquica requieren de un índice para medir la proximidad 
entre individuos, llamado disimilitud, y de otro para medir la proximidad entre grupos de 
individuos, llamado índice de agregación. Se usarán la distancia euclídea clásica y la dis­
tancia x2 como índice de disimilitud y el conocido índice de agregación de Ward como ín­
dice de agregación, cuya definición es: 
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donde p(C¡) ^xeCiPx y gi=I>xec, son. respectivamente, el peso y el centro de gra­
vedad de la clase C¡. 
Seguidamente se presenta en pseudocódigo el algoritmo de clasificación jerárquica utiliza­
do por el PIMAD 2.1. [Castillo-Rodríguez-Trejos-Chacón 95] 

Entrada: 
• La tabla de datos X, de modo tal que en las filas están los individuos y en las colum­

nas las variables. 
• La distancia d escogida. 
• la disimilitud 5 escogida. 

Salidas: 
• Una partición del conjunto de filas de X. 
• Representación gráfica del la jerarquía binaria. 

Algoritmo: 
Paso 0: Inicialización 

1. Poner k = 0. 
2. DefinirPo={Ci,...,COT}. 
3. Definir la jerarquía inicial: Ho=Po 
4. Calcular la matriz inicial de agregaciones: 8w(CA,C,) para h< t. 

Paso 1: Formación de una nueva clase 
1. Se determinan las dos clases de P¿ más cercanos en el sentido de la agregación bw 

Es decir, si Cs y Cq son estas dos clases, entonces 
bw(Cs,Cq) =min{5w(X, Y) | X, Ye Pk}. Si hay varias clases que tienen esta pro­
piedad, se escogen dos arbitrariamente. Por ejemplo, las dos que primero fueron 
encontradas. 

2. Se fusionan las clases C* y Cq, como sigue: C=CS u C 9 . 
Paso 2: Actualización 

1. Sea£«-A:+1 . 
2. Sea P* <r- [Pk-X u {C}] -{Cs, Cq} . 
3. Sea H* <-H*_, u {C} . 
4. Calcular la matriz de agregaciones sobre las clases de P*. 
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Paso 3 : Test 
1. Si k < n - 2 regresar al Paso 1. 
2. Si k = n - 2, hacer la última fusión y terminar. 

4.2 ¿Cómo ejecutar este algoritmo? 
El algoritmo de la sección anterior se puede ejecutar paso por paso mediante el menú Cla­
sificación, este menú se presenta en la Figura 4. 
El paso 0 del algoritmo presentado en la sección anterior se ejecuta en forma automática 
por el programa. Para realizar el paso 1 del algoritmo ejecute la opción Generar la Jerar­
quía, cada nueva partición generada en el paso k es grabada en forma automática por el 
programa en el archivo ASCII denominado PARTI.K, donde K=k (el K se refiere a la ex­
tensión del archivo). El paso 2 del algoritmo se ejecuta también con la opción Generar la 
Jerarquía, la matriz de agregaciones en el paso k es grabada también en forma automáti­
ca, en un archivo cuyo nombre es MATRLZT.K, donde K=k. 

Generar el Gráfico 
Cortar el árbol 
Despüegar las Clases Generadas 
Borrar la pantalla 

FIGURA 4. Menú Clasificación. 
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P I M A D 2.1: G U Í A A L U S U A R I O 

OLDEMAR RODRÍGUEZ ROJAS1 

Resumen 
En este artículo se presenta una guía breve para el usuario del PIMAD 2.1. Para­

lelo a este artículo en [Rodríguez96] se pueden consultar los principales algoritmos 
que el están implementados en cada uno de los módulos del programa. 

1. Introducción 

El PIMAD 2.1 es un sistema desarrollado por el autor del presente trabajo, con el pro­
posito de realizar análisis datos siguiendo las metodologías francesas. El desarrollo de este 
sistema ha tomado casi tres años, la impleme no reducido, de deben ejecutar las opciones 
Matriz de Correlaciones, Vectores Propios, Principales Correlaciones, y Componen­
tes Principales del menú Trayectoria de las Variables. El paso 8 del algoritmo (guardar 
la matriz de componentes principales) es ejecutado en forma automática por el programa. 
El paso 9 del algoritmo corresponde a la opción Trayectoria de las Variables|Círculo 
de Correlación y el paso 10 corresponde a la opción Trayectoria de las Varia bles | Pla­
no Principal-Individuos Promedio. 

ntación del mismo se realizó utilizando el lenguaje de programación C++, en la versión 
4.5 de la empresa Borland. Además el sistema ha sido diseñado y programado por com­
pleto utilizado las técnicas de la Orientación a Objetos. El PLMAD 2.1 ha sido diseñado 
para ser ejecutado bajo Windows 3.1, Windows for Workgroups 3.11 y WindowsNT. 
Además funciona bastante bien bajo el sistema operativo Windows95. 

Esta versión de programa consta de 4 módulos, el primero permite realizar análisis uni-
variados y bivariados de datos, el segundo está diseñado para el análisis en componentes 
principales, el tercero permite efectuar análisis de tablas múltiples de datos utilizando el 
método Statis y el cuarto módulo permite realizar clasificación jerárquica. En las siguien­
tes secciones se describe con detalle la forma en que se debe utilizar cada uno de estos 
módulos, además se explica como se instala el programa. 

2. ¿Cómo se instala el Programa PIMAD 2.1? 

En la versión 2.1 los archivos del sistema vienen empaquetados en dos discos de insta­
lación, por esta razón para instalar los diferentes módulos del programa se debe ejecutar el 

1 Escuela de Matemática, Universidad de Costa Rica. 
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archivo LNSTALAR.BAT, éste se encuentra en eldisquete de instalación número 1. Este 
programa creará un directorio denominado C:\TEMPORAL en el cual copiarán y descom­
primirán todos los archivos necesarios para instalar el sistema PLMAD 2.1. 

En el directorio C:\TEMPORAL quedará ubicado el archivo INSTALL.EXE, ejecute 
este programa desde Windows y siga las instrucciones que el instalador le proporciona. Al 
finalizar el proceso de instalación el directorio C:\TEMPORAL puede ser borrado. 

El proceso BATCH que está en el archivo LNSTALAR.BAT fue diseñado para funcio­
nar desde una unidad de 1.44 ubicada en A:. Si su unidad de 1.44 está ubicada en B: edite 
con cualquier editor que permita archivos ASCII, el archivo INSTALAR.BAT y cambie la 
línea 4 por la siguiente: 

B: 

ACP lUul ¡tST 
Anát» en Clasificación Método Statis 

Componente» Jerárquica 
PrincJoaJet 

Una vez instalado el sistema se creará la venta­
na que de la Figura 1. En esta ventana aparece un 
icono para cada uno de los módulos del sistema. 

FIGURA 1. Ventana de la aplicación 

3. £1 módulo de análisis univaríado v bivariado 

Para ejecutar el módulo de análisis univaríado y bivariado presione doble 
clic sobre el icono anterior Cuando el programa se ejecuta se presenta la pan­
talla que aparece en la Figura 2. Como puede verse en ésta, el programa puede 
ejecutarse mediante el menú principal o bien mediante la barra de botones 

FASE DE EDICIÓN 

14 
1.1 1.3 Í3 M 
S.12.8 21 3 

FIGURA 2. Ventana principal del módulo 

("tool bar"). Se recomienda usar el programa 
mediante la barra de botones pues es mucho 
más rápido. Si se desea conocer la función de 
cada botón, basta deslizar el cursor del mouse 
sobre éste y un rótulo que aparece en la parte 
inferior de la pantalla le dará una explicación 
breve, para una explicación más amplia se pue­
de consultar la ayuda del sistema. Como puede 
verse en la Figura 2 este modulo, al igual que 
los demás que forman parte de PLMAD 2.1, 
tiene un grupo de botones que permiten editar 
la tabla de datos y los archivos de etiquetas. 

3.1 El editor de datos (Fase de edición de datos) 

El sistema PLMAD 2.1 funcionan con base a tres archivos tipo ASCII, uno para la tabla 
de datos extensión TXT, otro para las etiquetas de las variables extensión ETV, y el terce­
ro para las etiquetas de los individuos extensión ETI. 

El formato de tabla de datos es el siguiente: en la primera fila deben aparecer dos nú­
meros enteros, el primero indica el número de individuos de la tabla de datos (número de 

file://C:/TEMPORAL
file://C:/TEMPORAL
file://C:/TEMPORAL
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El formato de tabla de datos es el siguiente: en la primera fila deben aparecer dos nú­
meros enteros, el primero indica el número de individuos de la tabla de datos (número de 
filas de la matriz) y el segundo indica el número de variables de la tabla de datos (número 
de columnas de la matriz). Luego deben aparecer los datos de cada individuo, uno en una 
fila separados por blancos. Por ejemplo, la siguiente tabla de datos tiene cinco individuos 
(en este caso estudiantes) y cuatro variables (en este caso las notas de los estudiantes en 
matemática, ciencias, español e inglés). Esta tabla se puede almacenar en un archivo cuyo 
nombre podría ser EJEMPLO.TXT. 

5 4 
90 92 70 65 
95 92 80 70 
60 60 90 92 
50 50 75 75 
60 65 80 88 

Para esta tabla de datos se deben crear dos archivos de etiquetas. Uno para los indivi­
duos extensión ETI. En la primera fila de este archivo debe aparecer un número entero 
que indica el número de individuos que hay en la tabla de datos y en las siguientes filas 
una etiqueta para cada individuo. Por ejemplo, el archivo EJEMPLO.ETI corresponde al 
archivo de etiquetas de individuos de la tabla de datos presentada arriba, y su contenido es 
el siguiente: 

5 
Ana 
Pedro 
Luis 
Damaris » 
Alfredo 

El segundo archivo de etiquetas asociado a una tabla de datos es un archivo extensión 
ETV el cual corresponde a las etiquetas de las variables. Al igual que en el archivo de eti­
quetas de individuos, este archivo debe estar encabezado por un número entero que indica 
el número de variables presentes en la tabla de datos y una etiqueta para cada variable que 
este presente en la tabla de datos. Por ejemplo, el archivo EJEMPLO.ETV corresponde al 
archivo de etiquetas de variables de la tabla de datos presentada arriba, y su contenido es 
el siguiente: 4 

Matemática 
Ciencias 
Español 
Inglés 

Con el propósito de facilitar la creación y edición de la tabla de datos y de los archivos 
de etiquetas, el PLMAD 2.1 proporciona procedimientos para editar archivos tipo ASCII. 
Para esto se proporcionan una serie de botones que se explican a continuación: 



PIMAD 2.1: GUÍA A L USUARIO 225 

El Con este botón se puede crear un nuevo archivo tipo ASCII, la opción equivalente en 
el menú es Archivo|Crear Nueva Tabla de Datos para Edición.... 

B Con este botón se puede cargar, en una ventana de edición, un archivo ASCII existen­
te para modificarlo, la opción equivalente en el menú es ArchivojAbrir una Nueva 
Tabla de Datos para Edición.... 

ü Con este botón se puede guardar la tabla que se está editando, el botón estará apaga­
do si no hay ninguna tabla cargada en la ventana de edición. La opción equivalente en 
el menú es Archivo|Guardar la Tabla. 

i Este botón permite cortar o eliminar una porción de texto o de datos en archivo, el 
texto debe estar previamente seleccionado con el mouse. Los datos eliminados se al­
macenan temporalmente en el Portapapeles de Windows, por lo que pueden ser pega­
dos en otra parte del mismo archivo, en otro archivo o incluso en otra aplicación de 
Windows. Es importante hacer notar que una acción realizada con este botón puede 

ser anulada con el botón • • . La opción equivalente en el menú es Edición|Cortar. 
Este botón estará apagado si no existe ninguna porción del archivo seleccionado. No 

§¡¡¡§1 
debe confundirse este botón con el utilizado para cortar el árbol binario H en el mó­
dulo de clasificación jerárquica. 
Este botón se utiliza para enviar una porción del archivo de datos al Portapapeles de 
Windows, el texto debe estar previamente seleccionado con el mouse. La opción 
equivalente en el menú es EdiciónjCopiar Estos datos pueden ser pegados en otra 
parte del mismo archivo, en otro archivo o incluso en otra aplicación de Windows. 
Este botón también estará apagado si no existe ninguna porción del archivo 
seleccionado. 

Con este botón se pueden pegar los datos que están almacenados en el Portapapeles 
de Windows, los datos serán pegados en la posición en donde se encuentre el cursor 
en el momento de presionar el botón. Este botón estará apagado si no existen datos 
en el Portapapeles. La opción equivalente en el menú es Edición|Pegar. 

M ¡ 3 
• Con este botón se deshace cualquier operación realizada con el botón de Cortar ral 

La opción equivalente en el menú es Edición|Deshacer 
El formato de la tabla de datos y de los archivos de etiquetas es el mismo para todos 

los módulos de PIMAD 2.1. Además todos los módulos poseen un editor de datos idénti­
co al explicado en esta sección. 

3.2 Cargar los datos 

El módulo de análisis univaríado y bivariado recibe dos archivos, un archivo extensión 
TXT con la tabla de datos y otro extensión ETV con las etiquetas de las variables. El for­
mato de estos archivos es como se explicó en la sección 3.1. 

Para cargar la tabla de datos en memoria presione el botón lü, o equivalentemente se­
leccione la opción ArchivojCargar Tabla de Datos en Memoria. Una vez ejecutada esta 
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operación el sistema le presenta una caja de diálogo mediante la cual se puede seleccionar 
la tabla deseada, posteriormente le presentará otra caja de diálogo para que seleccione el 
archivo de etiquetas para las variables. El sistema le informará si los datos fueron carga­
dos satisfactoriamente. 

3.3 Seleccionar las variables para el análisis 

Para seleccionar las variables a las cuales se les desea hacer algún tipo de análisis con 

este módulo dé clic sobre el botón H , o en forma equivalente seleccione la opción de 
menú Analisis-Univariado|Seleccionar las Variables. 

Para seleccionar una variable presione doble clic sobre ésta. Para realizar análisis univa­
ríado se pueden seleccionar tantas variables como se deseen, y luego se pueden efectuar 
los cálculos como se explicará en la siguiente sección. Para realizar análisis bivariado se 
deben seleccionar solamente dos variables, en caso contrario el sistema le enviará un men­
saje de error. 

3.4 Cálculos del análisis univaríado 

Es posible realizar los cálculos del análisis univaríado mediante el menú principal o me­
diante la barra de botones o herramientas. La barra de herramientas es una fila de botones 
en la parte superior de la ventana principal la cual contiene los principales comandos de la 
aplicación. Presionar clic en uno de los botones es es en realidad una forma rápida de se­
leccionar una alternativa del menú. Los Botones en la barra de herramientas están acti­
vos o inactivos de acuerdo con el estado de la aplicación. . 

En la siguiente tabla se explican cada uno los botones para análisis univaríado y su op­
ción equivalente en el menú. La definición estadística de cada una de estas medidas de 
tendencia central y de cada uno de los gráficos sé pueden consultar en [Trejos96]. 

Botón Acción Equivalencia en el menú 

• Calcula la media aritmética. Análisis-Uní vanado Media Aritmética. 

H Calcula la mediana. Análisis-Univariado|Mediana. 

m Calcula la media de los extremos. Análisis-Uní vanado Media de los Extremos 

Calcula la varianza. Análisis-Univariado|Varianza. 

• Calcula la desviación estándar. Análisis-Univariado|Desviacion Estándar 

• Calcula el coeficiente de variación. Anáüsis-Umvariado|Coeficiente de variación 

• Calcula la desviación media. Análisis-Univariado|Desviación Media • Calcula la desviación cuartil. Anáhsis-Univariado|Desviación Cuartil 

• Calcula la extensión. Ajiálisis-Univariado|Extensión 

• Produce un histograma. Análisis-UnivanadojHistograrna 

• Produce ias cajas de dispersión. Análisis-Uruvanado Cajas de Dispersión. 



PIMAD 2.1: GUÍA A L USUARIO 227 

3.5 Cálculos del análisis bivariado 

También es posible realizar los cálculos del análisis bivariado mediante el menú princi­
pal o mediante la barra de botones o herramientas. 

En la siguiente tabla se explican cada uno los botones para análisis bivariado y su op­
ción equivalente en el menú. La definición estadística de cada una de los índices y gráficos 
del análisis bivariado que se pueden calcular con PIMAD 2.1 están definidos en 
[Trejos96]. 

Botón Acción Equivalencia en el menú 

m Produce el diagrama de dispersión. Ariálisis-Bivariado|Diagrama de Dispersión. 
Calcula la covarianza. Análisis-Bivariado|Covarianza. • Calcula la correlación. Anáhsis-Bivariado|Correlación. 

3.6 Otros botones 

El módulo de análisis univaríado tiene cuatro botones más. Estos cuatro botones se en­
cuentran también en los demás módulos de PIMAD 2.1 con la misma función. 

Este botón se utiliza para imprimir el gráfico que esté desplegado en pantalla, esto in­
cluye todos los cálculos del análisis univaríado y los del análisis bivariado, este botón 
es equivalente a la opción Archivo|Imprimir Gráfico. No se debe confundir este bo-

WjjjjjÉ 

ton con el botón • • , pues este último se utiliza únicamente para imprimir los archi­
vos tipo ASCII que están activos en una ventana de edición, es decir la tabla de datos 
o los archivos de etiquetas. 
Este botón se utiliza para borrar la información que está desplegada en la pantalla, es 
decir, cualquiera de los cálculos del análisis univaríado y los del análisis bivariado. Es 
equivalente a la opción Análisis-Un ¡variado |Borra Gráfico. 

H Con este botón se puede invocar la ayuda del sistema, en la cual se encuentra explica­
do con detalle el funcionamiento completo del sistema. Es equivalente a la opción 
Ayuda ¡Con teñid os 

MI Con este botón se puede salir del módulo. Es equivalente a la opción Archivo|Sa-
lir o a presionar las teclas ALT-F4 simultáneamente. 

4. £1 módulo de análisis en componentes principales A C P 

4.1 Cargar los datos 

El módulo de análisis en componentes principales utiliza tres archivos, un archivo ex­
tensión TXT con la tabla de datos, un archivo extensión ETI con la etiquetas de los 
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individuos y un archivo extensión ETV con las etiquetas de las variables. El formato de 
estos archivos es el mismo que en los otros módulos, tal como se explicó en la sección 3. 

Para cargar la tabla de datos y los archivos de etiquetas presione el botón 91, o equi­
valentemente seleccione la opción Archivo Cargar Tabla de Datos en Memoria. Una 
vez ejecutada esta operación el sistema le presenta una caja de diálogo mediante la cual se 
puede seleccionar la tabla deseada, luego presentará otra caja de diálogo para seleccionar 
el archivo de etiquetas para los individuos y finalmente presentará otra caja de diálogo pa­
ra escojer el archivo de etiquetas para las variables. El sistema le informará si los datos 
fueron cargados satisfactoriamente. 

4.2 E l plano principal y el círculo de correlación 

Tanto el plano principal como el círculo de correlación pueden generarse desde la barra 

de herramientas. H Presionando este botón se producen todos los cálculos necesarios 
para generar el plano principal, como son la matriz de correlación, los vectores y valores 
propios, las componentes principales. Mientras estos cálculos se están produciendo el sis­
tema presenta una barra de estado (un medidor conocido en Windows como "gauge") que 
informa sobre el porcentaje de avance en la ejecución del algoritmo. Luego el programa 
presenta la caja de diálogo de la Figura 3, en ésta se puede escoger si se desean granear 
todos los individuos o más bien seleccionar algunos, si se escoge seleccionar individuos 
entonces el sistema presenta una caja de diálogo en la que se pueden seleccionar los indi­
viduos. En la caja de diálogo de la Figura 3 también se pueden seleccionar los ejes en que 
se producirá el plano, así como el tamaño del gráfico (pequeño, mediano o grande). Este 
botón es equivalente a la opción de menú ACP-Directo|Plano Principal. 

• 1 Presionando este botón se producen to­
dos los jcálculos necesarios para generar el círcu­
lo de correlación, como son la matriz de 
correlación, los vectores y valores propios, y las 
principales correlaciones. Al igual que cuando se 
gráfica un plano principal, el sistema presenta 
una barra de estado, luego presenta la caja de 
diálogo de la Figura 3, para finalmente presentar 
el círculo de correlación en pantalla. Este botón 
es equivalente a la opción de menú ACP-

FIGURA 3. Información sobre los gráficos. Directo|Círculo de Correlación. 

Una vez que el gráfico está en pantalla se puede cambiar el tamaño de éste presionando 

el botón SS. Al presionar este botón el tamaño del gráfico varia de pequeño a mediano, 
de mediano a grande, de grande a pequeño y así sucesivamente. Este botón es equivalente 
a la opción de menú ACP-Directo|Modificar el Tamaño del Gráfico. 
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Con el menú ACP-Paso-a-Paso se puede realizar un análisis en componentes principa­
les (ACP) siguiendo, paso por paso, el algoritmo presentado en [Rodríguez96]. Los re­
sultados intermedios, como son la matriz de correlación, valores y vectores propios, 
componentes principales y las principales correlaciones, son guardados en archivos tipo 
ASCII, con lo que podrán ser utilizados con otros fines después a la ejecución del 
programa. 

5.1 Cargar los datos 

El módulo para análisis de tablas múltiples mediante el método Statis necesita para fun­
cionar una secuencia de archivos para las tablas de datos que contemple el estudio, estos 
archivos deben tener extensión TXT, uno para cada tabla de datos, además otro archivo 
debe tener extensión ETI para las etiquetas de los individuos y otro archivo debe tener ex­
tensión ETV para las etiquetas de las variables. El formato de estos archivos es el mismo 
que en los otros módulos, tal como se explicó en la sección 3. 

Para cargar las tablas de datos y los archivos de etiquetas presione el botón 
equivalentemente seleccione la opción Archivo ¡Cargar Tabla de Datos en Memoria. 
Una vez ejecutada esta operación el sistema le presentará una secuencia de cajas de diálo­
go mediante la cuales se pueden seleccionar las tablas de datos deseadas. Para seleccionar 
una tabla escoja el nombre del archivo y luego presione el botón OK y así sucesivamente 
seleccione todas las tablas deseadas. Después de seleccionar la última tabla presione el bo­
tón Cancel, luego el sistema presentará una caja de diálogo para seleccionar el archivo de 
etiquetas para los individuos y finalmente presentará otra caja de diálogo para que selec­
cione el archivo de etiquetas de las variables. El sistema le informará si los datos fueron 
cargados satisfactoriamente. 

5.2 E l menú Statis-Directo 

Mediante este menú, o bien mediante la barra de botones se pueden generar los gráfi­
cos finales del método Statis sin necesidad de conocer los cálculos intermedios que realiza 
el algoritmo. En la siguiente tabla se explican éstas opciones. 

Botón Acción Equivalencia en el menú • Círculo de correlación de los Wi. Statis-Directo|Círculo de Correlación de Wi. 

115 Círculo de las trayectorias de la var. Statis-Directo|Círculo Trayectoria Variables 

• Plano Principal de los ind. promedio. Statis-Directo|Plano Individuos Promedio. 

• Plano de la trayectoria de los ind. Sjatis-Directo|Círculo Trayectoria de los Ind. 

Mediante los menús InterEstructura y IntraEstructura se puede realizar un análisis de 
tablas múltiples siguiendo el algoritmo presentado en [Rodríguez96] paso por paso. 

5. El módulo de Statis 
Statis 
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6. £1 módulo de clasificación jerárquica 
Clasificación 

6.1 Cargar los datOS Jerárquica 

El módulo de clasificación jerárquica recibe un archivo extensión TXT con la tabla de 
datos y otro extensión ETI con la etiquetas de los individuos. El formato de estos archi­
vos es el mismo que en los otros módulos, tal como se explicó en la sección 3. 

Para cargar la tabla de datos en memoria presione el botón Mi , o equivalentemente se­
leccione la opción Archivo Cargar Tabla de Datos en Memoria. Una vez ejecutada esta 
operación el sistema le presenta una caja de diálogo mediante la cual se puede seleccionar 
la tabla deseada y posteriormente le presentará otra caja de diálogo para que seleccione el 
archivo de etiquetas para los individuos. El sistema le informará si los datos fueron carga­
dos satisfactoriamente. 

6.2 Realizando los cálculos 

El primer paso en una clasificación jerárquica es seleccionar el índice de disimilitud, no 
obstante seleccionar el índice de disimilitud es opcional, pues si no se selecciona ninguno, 
el sistema usará por defecto la distancia euclidea como índice de disimilitud. 

Para escoger un índice de disimilitud presione el botón o equivalentemente escoja 
la opción OpcionesjCambiar Disimilitud del menú principal. El sistema permite como 
índices de disimilitud distancia euclidea y la distancia % 2. La definición de estos dos índi­
ces se puede consultar en [Piza87j. 

El segundo paso importante es seleccionar el índice de agregación. En el PIMAD 2.1 
seleccionar el índice de agregación es también es opcional, pues si no se selecciona ningu­
no, el sistema usará por defecto índice de agregación de Ward, para la defición de éste ín­
dice consulte [Castillo89]. 

Para escoger un índice de agregación presione el botón w , o equivalentemente escoja 
la opción Opciones|Cambiar Agregación del menú principal. Luego aparecerá la caja de 
diálogo mediante la cual se puede escoger el índice de agregación deseado. La definción 
de cada uno de los índices de agregación que utiliza éste módulo de PIMAD 2.1, que apa­
recen en ésta caja de diálogo, están definidos con detalle en [Piza87]. 

El siguiente paso en la ejecución del programa es generar la jerarquía binaria, para esto 

presione el botón « S , o en forma equivalente escoja la opción ClasificaciónjGenerar Je­
rarquía... en el menú principal. Al escoger esta opción el programa presenta una barra de 
estado ("gauge") que le informará sobre progreso que está teniendo la ejecución del 
algoritmo. 

El objetivo de este proceso es generar una serie de archivos y datos que son necesarios 
para graficar el árbol binario o jerarquía binaria. _ 

Una de las partes más importantes en la ejecución de la clasificación jerárquica es gene­
rar el gráfico del árbol, pues este es el que permitirá la escogencia de la partición deseada. 
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Para graficar el árbol presione el botón w , o en forma equivalente seleccione Clasifi-
cación|Generar Gráfico en el menú principal. En forma casi inmediata el sistema desple­
gará el árbol en la pantalla. 

Una vez que el árbol está desplegado en la pantalla, el proceso siguiente es escoger la 
partición deseada, para esto se debe "cortar" el árbol en el nivel adecuado, para más deta­
lles consultar [Murillo96]. 

Para cortar el árbol presione clic sobre el botón B i , o en forma equivalente seleccione 
la opción ClasificaciónjCortar el Árbol. De forma inmediata el cursor se transforma en 
una "flecha-tijera", luego presione clic en el nivel del árbol en donde desea que se produz­
ca el corte, seguidamente el sistema trazará una línea que indica donde se cortó el árbol y 
en la parte superior del gráfico indicará cuántas clases tiene la partición seleccionada. Este 
proceso puede repetirse tantas veces como sea necesario hasta encontrar la partición 
deseada. 

Luego de seleccionar la partición deseada, es de gran importancia conocer qué "indivi-

dúos" pertenecen a cada clase, para esto presione clic sobre el botón Bi, o en forma equi­
valente seleccione la opción Gasificación ¡Desplegar las Clases Generadas. Esta opción 
mostrará la información en la que se especifica a que clase pertenece cada uno de los 
individuos. 

7. Referencias 

[Castillo89] Castillo W. "Métodos y resultados en clasificación automática". Revista 
Ciencia y tecnología, vol. X I I I , No. 1-2, pp. 105-116, 1989. 

[Castillo-Rodríguez-Trejos-Chacón95] Castillo W. Rodríguez O. Trejos J. Chacón B. 
"Construcción de tipologías de consumidores del sistema eléctrico". Memorias del 
IV Encuentro Centroamericano de Investigadores en Matemática, Guatemala 1995. 

[González-Rodríguez95] González J. Rodríguez O. "Algoritmo e implementación del mé­
todo Statis". Memorias del LX simposio de métodos matemáticos aplicados a las cien­
cias, 1995. 

[Lavit88] Lavit Ch. "Analyse conjointe de tableaux quantitatif. Ed. Masón, Paris. 
[Murülo96] Murillo A. Proposición de un índice para la interpretación de árboles as­

cendentes de clasificación basados en conjuntos difusos". Tesis para optar al grado 
de Magister Scientiae en Computación, Instituto Tecnológico de Costa Rica, 1996. 

[Piza87] Piza E. "La clasificación automática jerárquicaaglomerativa". Revista Ciencias 
económicas, vol. V I I , No. 1, pp. 95-111, 19987. 

[Rodríguez93] Rodríguez O. "Análisis orientado a objetos: Una aplicación al análisis de 
datos". Tesis para optar al grado de Magister Scientiae en Computación, Instituto 
Tecnológico de Costa Rica, 1993. 

[Rodríguez96] Rodríguez O. "PIMAD 2.1: Los algoritmos". Memorias del X simposio de 
métodos aplicados a la ciencias, 1996. 

[Trejos96] Trejos J. "Introducción al análisis de datos". Escuela de matemática, Univer­
sidad de Costa Rica, 1996. 



X S I M P O S I O I N T E R N A C I O N A L D E M É T O D O S M A T E M Á T I C O S A P L I C A D O S A L A S C I E N C I A S : 2 3 2 - 2 4 0 

L l B E R I A 3 - 7 F E B R E R O 1 9 9 7 . W. Castillo - J. Trejos, Editores 

L A ECUACIÓN D E E U L E R P A R A P R O B L E M A S D E 
CÁLCULO V A R I A C I O N A L C O N R E T A R D O 

L O R E N A S A L A Z A R 1 

Resumen 
En este artículo se presenta una generalización de la ecuación de Euler para el 

problema de cálculo variacional con retardo 

J[X] = i*' F{t,X(t),X(t-T),X(t)), 
Jo 

r\dt 

y se analiza cuando esta vía clásica nos puede llevar a la solución del problema de 
minimizacion en el conjunto de funciones admisibles 

U= {X : [-T, T] -> ]R : X,X son continuas, X(t) = <f>(t) en [-T,0] y X{T) = B}. 

1 Introducción 

Cuando se considera el problema más simple de cálculo de variaciones, como es el de 
minimizar el funcional 

J[X]= f F(i,X,X)dt 
Ja 

definido en el conjunto de funciones X(t) las cuales tienen primeras derivadas continuas 
en [a, b] y satisfacen X (a) = A, X(b) = B, es bien sabido que una condición necesaria para 
que J[X] alcance un extremo en X, es que X(t) satistaga la ecuación de Euler 

ÍFX = FX (1) 

En este artículo se presenta un análogo de la ecuación (1) para el funcional 

J[X]= f F[t,X(t),X(t-r),X(t)]dt, (2) 
Jo 

para el que existe un retardo en el t iempo para la variable X, donde X(t) G U, el conjunto 
de las funciones admisibles definido por 

U = {X : [ - r , T] -»• Et : X, X son continuas , X(t) = <p(t) e n [ - r , 0] yX(T) = B} 

' E S C U E L A D E M A T E M Á T I C A , U N I V E R S I D A D D E C O S T A R I C A , 2 0 6 0 S A N J O S É , C O S T A R I C A 
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Para efectos de existencia de soluciones para el problema de minimizar (2) asumimos 
además que la función 

F : [0, T] x R x R x R -> R 

es continua y posee derivadas parciales continuas. 

2 Generalización de la ecuación de E u l e r 

Antes de derivar la ecuación diferencial de Euler asociada a nuestro funcional con re­
tardo J[X], enunciamos algunas definiciones y resultados de la teoría clásica del cálculo 
variacional que usamos en la prueba de nuestro resultado. Vamos a denotar por 

VJ[X;V] = J[X + V]-J[X) 

el incremento de J[X] correspondiente al incremento V(t) de la variable independiente 
X(t), donde V es una función admisible, y por SJ[V] la variación ó diferencial de J[X). 
A.sí 

VJ[X;V] = SJ[V] + e\\V\\ 

donde SJ[V] es un funcional lineal y e -> '0 cuando ||V|| —• 0. 
R e s u l t a d o 1 Una condición necesaria para que un funcional diferenciable J[X] alcance 
un extremo en X es que su variación SJ se anule en X. 

El siguiente resultado es conocido como la derivada de Gáteaux, y señala o t ra forma de 
expresar la variación de un funcional. 

R e s u l t a d o 2 Para un funcional diferenciable J[X] se tiene que 

Sj=J.ij[X + eV])\c=0 " 

Efectivamente, por un lado 

VJ[X; V] = j f ' (F [ í , X + V, X + V] - F[t, X, X]) dt 

= fb(Fx[t,X,X]V + Fx[t,X,X]v)dt + ---

por el Teorema de Taylor. Aquí los puntos suspensivos denotan las derivadas parciales de 
mayor orden relativos a V y V. Por lo tanto 

SJ = f (Fx[t,X,X]V + Fx[t,X,X]v) dt 
Ja 

Por o tro lado 

j-(J[X + eV})\€=0 = ^faF[t,X + eV,X + eV}dt^ 

= f (FX [t, X, X)V + Fx [í, X, X]V) dt = SJ 
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El siguiente lemma es conocido como el lema de D u Bois-Raymond, y será usado en la 
prueba del teorema a probar. 

L e m a 1 Si a(t) es continua en [a, b] y si 

f\a(t)V{t)]dt = 0 
Ja 

para toda función V(t) en D\{a,b) 2 tal que V(a) = V(6) = 0, entonces a(t) = C, donde 
C es una constante. 

Finalmente enunciamos el teorema que generaliza la ecuación de Euler para el caso en 
que hay retardo en el t iempo. 

T e o r e m a 1 Sea J[X] un funcional de la forma 

J[X]= F F[t,X(t),X(t-r),X(t)]dt, (3) 
Jo 

definido en U 3 . Entonces una condición necesaria para que J[X] alcance un extremo en 
X, es que X(t) satistaga la ecuación de Euler 

jt(Fx[t,X(t),X(t-T),X(t)]) = 

Fx[t, X(t),X(t-r), X(t)] + Fx[t + T, X(t + r ) , X (t), X(t + r ) ] 
en [0, T-T] 

Fx[t,X(t),X(t-T),X(t)], en [T-T,T] 

P r u e b a : ,, 

Introducimos los siguientes cambios de variable para simplificar la prueba: 

Y(t) = X(t-r), Z(t) = X(t + r) (4) 

Entonces 
F[t, X(t),X(t - r),X(t)í = F[í,X(t), Y(t),X(t)] 

Ahora consideramos la dirección admisible V ( i.e. X + eV € U para cualquier Í > 0 ) . 
Usando resultado 2, se tiene que 

SJ = ¿ ( jT F[t,X(t) + (V(t),X(t-T) + tV(t-T),X(t) + eV(t)]d?J 

= í Fx[t,X(t),Y(t),X(t)]V(t)dt+ I FY{t,X(t),Y(t),X(t))V(t-r)dt 
Jo Jo 

+ i* Fx[t,X(t),Y(t),X(t)]V(t)dt 
Jo 

t = 0 

2Di (a, b) = {V : [a, b] R : V, V son continuas} 
3 U = {X : [-T, T] -> H : X,X son continuas, X{t) = 4>(t) en[-r, 0] yX(T) = B}. 
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Ahora con un cambio de variable y usando (4) se obtiene 

rT 
f FY[t,X(t),Y(t),X(t))V(t-T)dt 

Jo 

= j _ ^ FY[t + T,X{t + T),Y{t + T),X{t + T)]V{t)dt 

= f_~T Fy[t + r , Z(t),X(t),Z(t)]V(t) dt. 

Dado que V es una dirección admisible, se tiene que 

X + eV € U (X + tV)(t) = cp(t) en [ - r , 0] <=> V{t) = 0 en [ - r , 0] 

asi 

j T T Fy [t + r , Z(t),X(t),Z(t))V(t) dt = / FY[t + r , Z(t), X(t),Z{t)]V(t) dt. 

Por lo tanto 
rT , rT-T 

SJ = f Fx[t,X(t),Y(t),X(t)]V(t)dt+ [ * FY[t + T,Z(t),X(t),Z(t)]V(t)dt 
Jo Jo 

+ I Fx[t,X(t),Y(t),X(t))V(t)dt 
Jo 

rT-i 
= j T {FxfrXWtYW^Xitn + FYit + TTZit^Xit^Zit^VWdt 

+ ÍT Fx[t,X(t),Y(t),X(t)]V(t)dt+ i*Fx[t,X(t),Y(t),X(t)]V(t)dt. 
JT-T JO 

Definiendo 

* ( í ) = Fx[t,X(t),Y(t),X(t)] en [ 0 , T ] , y 

Fx[t,X(t),Y(t),X(t)] + FY[t + T,Z(t),X(t),Z(t)] en [ 0 , T - r ] 

Fx[t,X(t),Y(t),X(t)] en [T - r , T ] , 

y usando resultado 1, obtenemos 

rT-r 
dt SJ = / T*(t)V{t)dt+ í *{t)V{t)ét+ í V(t)V{t) 

Jo JT-T JO 

= [ T $(t)V{t)dt+ f 9(t)V{t)dt = 0. 
Jo Jo 

A h o r a integrando la pr imera integral de SJ por partes, con 

G{t)= f 4>{*)ds (5) 
Jo 
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obtenemos 

[ T $(t)V(t) dt = V{t)G(t)\T - FG{t)V{t) dt=- ¡TG(t)V(t) dt 
Jo Jo Jo 

dado que V(T) = 0 y V(0) .= 0. Por lo tanto 

<5J = 0 F <¡>{t)V{t)dt+ F V(t)V(t)dt = 0 
Jo Jo 

- F G(t)V(t) dt+ f 9(t)V{t) dt = 0 
Jo Jo 

/ [*(í) - G{t)]V(t) dt = o 
Jo 

Como lo anterior debe ser satisfecho para cualquier dirección admisible V, se obtiene por 
el lema de D u Bois-Raymond que, 

<¡>(t)-G(t)=C, 

para alguna constante C. Entonces por (5) se concluye que 

C + Fx[t,X{t),Y(t),X(t)]= r*{s)ds, Í € [ 0 , T ] 
Jo 

Finalmente reemplazando <&(í) obtenemos 

Fx[t,X{t),Y(t),m]± 

' C + ti{Fx[s,X(s),Y(s),X(s)} + FY[s + T,Z(s),X(s),Z(s)}) ds, 

en [0, T-T] 

tiFx[s,X(s)fY(s),X(s)]ds + C, en [ T - r , T ] 

y cambiando a las variables originales: 

±(Fx[t,X(t),X(t-T),X{t)]) = 

[ Fx^X^^Xit-T^Xit^ + F x ^ t + ^Xit + T^X^^Xit + T)} 
en [0, T-T] 

. Fx[t,X(t),X(t-r),X(t)], en [T-r,T] 

(6) 
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queda probado el Teorema 1. Para simplificar la notación, denotemos por 

Fx(t) = Fx[t,X(t),X(t-r),X(t)] 

Fx(t) = Fx[t,X(t),X(t-T),X(t)] 

Fx[t_r){t) = Fx{t.T)[t,X(t),X(t-r),X(t)] 

FX(T-T){t + r) = Fx(t.r)[t + r , X{t + T),X(t),X(t + r ) ] 

de modo que (6) se reduce a 

' Fx(t) + Fx{t.r)(t + r) en [0,T- r] 

Fx(t), en [T-r,T] 
ÍAFx{t)) = (7) 

3 Casos especiales de la ecuación de E u l e r 

En esta sección analizamos algunos casos especiales de (6) en que alguna de las variables 
esta ausente y el caso de integrandos particulares en que esta ecuación podría ser resuelta. 

Caso 0: E l integrando no depende de la variable X(t — r ) , es decir no existe retardo en 
nuestro funcional. En este caso 

J[X]= ÍT F[t,X(t),X(t)]dt, 
Jo 

(8) 

es el funcional más simple dentro de la teoría de cálculo de variaciones, para el cual la 
ecuación de Euler asociada es 

éF*=F* » 
como se había señalado en (1) al inicio de este artículo. 

Caso 1 : E l integrando no depende de la variable X(t). En este caso 

J[X]= [ F[t,X(t-r),X(t)]dt, (10) 
Jo 

y la ecuación de Euler asociada a (10) se reduce a 

' Fx{t_T)(t + T) en [ 0 , r - r ] 

0 en [T-T,T] 

la cual es de nuevo una ecuación diferencial con retraso y adelanto a la vez. 
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Caso 2: E l integrando no depende de la variable X(t). En este caso 

J[X)= F F[t,X(t),X(t-r)]dt, (11) 
Jo 

y la ecuación de Euler asociada a (11) se reduce a 

Fx(t) + Fx{t_T)(t + T) en [ 0 , T - r ] 

Fx(t) en [T-r,T] 
0 = 

Caso 3: El integrando es de la forma 

J[X] = fT M[t, X(t), X(t)] + N[t,X(t - T)] dt, (12) 
Jo 

y la ecuación de Euler asociada a (12) se reduce a 

MX(t)(t)+ Nx{t_T)(t + T) en [0,T - r] 

Mx{t){t) en [T-r,T] 
TÁMX) 

la cual es una ecuación diferencial donde no hay retraso, solo adelanto, y por lo tanto 
podría ser posible encontrar una solución. 

Finalmente, se presenta a continuación un ejemplo i lustrat ivo que muestra tanto la 
ut i l idad del resultado anterior, así como también sus grandes limitaciones, en la mayoría 
de los casos. 

E j e m p l o 1 Minimice el funcional 

J[X] = [2[X(tf + X(t)3 + X(t- l)X(t)X(t)]dt 
Jo 

X(t) = 0 si t € [ - 1 , 0 ] ; X(2) = Q 

La ecuación de Euler para este funcional es 

d 
di[2X(t) + X(t-l)X(t)]={ 

' SX{t)2 + X{t- l)X(t) + X{t + l)X{t + 1) 
si 0 < t < 1, 

3X{t)2 + X{t-l)X(t) si l < í < 2 

la cual es una ecuación diferencial que presenta tanto un atraso como un adelanto, lo cual 
dif iculta enormemente el estudio de estos casos. Sin embargo en este caso particular, se 
puede notar que la ecuación de Euler es satisfecha por la trayectoria Xo(t) = 0. Usando 
expansiones de la serie de Fourier coseno para hallar una aproximación a este problema, 
como sugiere [7], y el paquete de optimización llamado G A M S (General Algebraic Model ing 
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t Xn(t) X(t) 
0.00000 0.00000 0.00000 
0.20000 0.00000 0.00000 
0.40000 0.00000 0.00000 
0.60000 0.00000 0.00000 
0.80000 0.00000 0.00000 
0.10000 0.00000 0.00000 
1.20000 0.00000 0.00000 
1.40000 0.00000 0.00000 
1.60000 0.00000 0.00000 
1.80000 0.00000 0.00000 
2.00000 0.00000 0.00000 

Tabla 1: G A M S : Ejemplo 1 (n=25) 

System), usado en [6], el problema original se transforma en el siguiente problema de 
aproximación: 

J[*n] = / E - ( w ^ « w ( w r ) ] 3 + [ - ^ + x ; co8 (^ ) ] 3 ( f t 

+ A ¿ ] 2 + [ "i + t cos(mtn/T) ] 3 

+ i ~ + ¿ cos(k(t - 1)K/T) } • [ f + ¿ cos(*far/T) ] 
¿ k=i ¿ k=\ 
n ™ -

• [ ^ - ( f c 7 r / T K s e n ( A ; 7 r / T ) ] dt 
k=i 

con las condiciones 

z k=i • k=i 

Los resultados muestran que efectivamente la solución a este problema es X = 0. 

4 Conclusión 

Se ha presentado en este artículo una generalización de la Ecuación de Euler para fun­
cionales que tienen un retraso en la variable X(t), resultando en general una ecuación 
que incluye no solo un retraso sino que también se genera un adelanto, dif icultando su 
solución, y por lo tanto dif icultando esta vía clásica de atacar un problema variacional de 
este t i p o . Solo para casos especiales de integrandos se podría obtener una solución sin 
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mucha complicación, siempre y cuando la ecuación de Euler asociada incluya solo uno de 
los dos, adelanto ó retraso. En [6] se presenta una vía alternativa usando series de Fourier 
para implementar una especie de método directo para atacar estos problemas, sin t r a t a r 
de resolver la ecuación de Euler. 
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E N F O Q U E COMPARTIMENTAL PARA CONTAR 

PARTICIONES G E N E R A L I Z A D A S D E NUMEROS 

E N T E R O S POSITIVOS 

O S V A L D O S K L I A R 1 - G U I L L E R M O O V I E D O 1 - V Í C T O R M E D I N A 1 

Resumen 

Se caracterizan, para números enteros positivos, las nociones de particiones gene­
ralizadas, tanto restringidas como no restringidas. Se presenta un enfoque comparti­
mental a partir del que se obtienen fórmulas para computar los números de particiones 
existentes -de los dos tipos mencionados- de cualquier número entero positivo. Con 
la terminología utilizada, las particiones clásicas se obtienen como casos particulares 
de las generalizadas restringidas igualando el número de compartimentos considerado 
al número entero positivo cuyo número de particiones se busca computar. Se aportan, 
en forma de dos figuras y una tabla, algunos cómputos efectuados mediante el uso de 
un programa de computadora en C + + , basado en las fórmulas mencionadas. 

Se resuelve, utilizando el mismo enfoque compartimental al que se hizo referencia, 
un problema estrechamente vinculado a los previamente considerados: el de deter­
minar los números de distribuciones -tanto restringidas como no restringidas- de N 
partículas distinguibles en M compartimentos. 

Palabras clave: particiones de números enteros, enfoque compartimental. 

1 I n t r o d u c c i ó n 

Se entiende por partición de un entero positivo N, en el sentido clásico, a un arreglo 
( A i , X2, • • •, XKT) de enteros que satisfacen: 

Xx + X2 + ••• + XN = N, (1) 

Xi > X2 > • • • > XN > 0. (2) 

Las particiones de N = 5, por ejemplo, son: (5,0,0,0,0), (4,1,0,0,0), (3,2,0,0,0), 
(3. 1.1.0,0), (2,2,1,0,0), (2,1,1,1,0) y (1,1,1,1,1). Puede afirmarse, entonces, que exis­
ten 7 particiones del número 5. 

1 U N I V E R S I D A D N A C I O N A L , H E R E D I A , C O S T A R I C A 
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La notación usual para el número de particiones de un entero positivo TV es p(N). Esta 
función se denomina en la literatura especializada función de partición y ha sido estudiada 
en profundidad. ([1] , [2] pp.29-43, [3], pp.166-193, [4] pp.216-227) y [5]. En este trabajo, 
sin embargo, se utilizará para dicha función la siguiente notación: np(N). La razón de 
este cambio irrelevante es la siguiente: se desea que el lector, al encontrarse con el símbolo 
de la función en cuestión, evoque de inmediato la expresión "número de particiones de 
N". (Como es obvio, "n" trae a la mente la palabra "número", el subíndice "p" recuerda 
la palabra "particiones" y el símbolo "iV" especifica el entero positivo a cuyo número de 
particiones se hace referencia.) Al utilizar la notación que se acaba de introducir, puede 
expresarse, p. ej., n p (5) = 7. 

En este trabajo se generalizará, de diversas maneras, la clásica noción de partición de 
un número entero y se especificará una forma de contar el número de cada uno de los tipos 
de particiones a que se hará referencia. 

Puede pensarse, p. ej., en cambiar la ecuación (1) por la siguiente: 

N - la suma- puede ser diferente del número entero positivo M -el número de sumandos-. 
(Sobre estas particiones puede consultarse [1], [2] y [4]). Desde luego, si se hace M = N, 
se obtiene (1). 

Puede caracterizarse, pues, la noción de una "partición generalizada" de N 2 como un 
arreglo {X\, X2, • • :r X\f) de enteros que satisfacen: 

Sean, por ejemplo, N == 5 y M — 3 . ' ¿Cuáles son las particiones generalizadas 
correspondientes? Estas: (5,0,0), (4,1,0), (3,2,0), (3,1,1) y (2,2,1). 

El número de particiones generalizadas de N será una función que dependerá no sólo 
de N sino también de M. Para hacer referencia a dicho número se utilizará la siguiente 
notación: npg(N, M). 

Para el ejemplo considerado (N = 5 y M = 3) se tiene, pues, n P 5 (5 , 3) = 5. Si N = 4 
y M = 2 -para brindar otro ejemplo- las correspondientes particiones generalizadas son 
(4,0), (3,1) y (2,2). De modo que n p 3 (4 ,2) = 3. 

El principal objetivo de este trabajo es brindar un enfoque, de tipo compartimental, que 
posibilite contar fácilmente el tipo especificado de particiones generalizadas de números 
enteros positivos. Recuérdese, sin embargo, que si se hace N = M se tiene el caso de 
la clásica partición de un número entero positivo. De modo que el enfoque presentado 
también es válido para el caso usual. Expresado de otra forma: npg(N, N) = np(N). 

Un objetivo adicional es considerar otros tipos de particiones generalizadas de números 
enteros positivos y especificar -utilizando el mencionado enfoque compartimental- las 
correspondientes formas de contarlas. 

2 También llamada "partición de N en M partes" ([3] p.29). 

X, + X2 + • • • + XM = N 

XÍ + X2 + ••• + XM = N 

A I > X2 > ••• > XM > 0 
(3) 
(4) 
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2 E l enfoque compartimental que se propone 

Considérese nuevamente la siguiente ecuación: 

X, + X2 + • • • + XM = N 

A cada uno de los sumandos X¡ se le hará corresponder un compartimento C,. (Puede 
pensarse en los compartimentos como recipientes en los cuales es factible colocar ciertos 
elementos como, por ejemplo, partículas.) A cada una de las unidades simples se le hará 
corresponder una partícula. Admítase que las partículas son indistinguibles entre ellas. 
Para una partición cualquiera, X{ será el número de partículas contenidas en C¿. N se 
interpretará como el número total de partículas distribuidas entre los M compartimentos 
considerados. 

Como previamente se especificó, una de las particiones generalizadas para N = 5 y 
M = 3 es la siguiente: (3,2,0). En la Figura 1 se esquematiza la forma de interpretar, 
mediante el enfoque compartimental, dicha partición. 

Representación compartimental de la partición (3,2,0). 

Figura 1 

En el primer compartimento (C\) se han incluido 3 partículas (simbolizadas mediante 3 
"puntos"). El segundo compartimento (C2) contiene 2 partículas. El tercer compartimento 
no contiene partículas. (O, en otras palabras, C3 contiene 0 partículas.) 

En la Figura 2 se ha representado, adoptando el enfoque compartimental, una de las 
particiones en el sentido clásico -o sea, tales que N — M- del número 5. Se trata de ésta: 
(2,2,1,0,0). 

Representación compartimental de la partición (2,2,1,0,0). 

Figura 2 
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3 U n a forma de contar las particiones generalizadas pre­
viamente caracterizadas 

Se definirá, ante todo, para cada número real x, la función [x]*. 

•• r 1* — i x s ' x e s u n n u m e r o entero 
[x] + 1 en otro caso 

siendo [x] la "parte entera" de x. 
Dados los números reales x\ y x%, la expresión min {x\, x2} hará referencia al mínimo 

del conjunto formado por esos números. 

A continuación se introducirá la expresión que se propone para contar el número de 

particiones generalizadas previamente consideradas. (Para las cuales, recuérdese debe 

respetarse la condición (4).) 

npg(N,M) = 
Ñ min{xi , N—xi} min{x 2 , N—xi— x 2 ) 

E E E 

min{xAf-2, N-Xi-x2 XM-2) 

E y -

» » . i = [ , - i T ' - , r 

Tres ejemplos de la precedente ecuación son los siguientes: 

Ejemplo 1 

10 min{xi , 1 0 - X Í } 

*«, ( io ,3) = É E i 

Ejemplo 2 

.n r a(137,48) = \ 
137 min{xi , 137-xi} min{x2,137-xi—x 2 } 

E E E 

(5) 
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min{x 4 6 ,137-x 1 -a;2 x46} 

E i 
g 4 7 = [ 1 3 7 - * i - * a - - - ' 4 6 ] * 

Ejemplo 3 

n P Í(5,5) == np(5) = 

5 m i n { x i , 5 - x i } m i n { x 2 , b - x i — x 2 } m i n { x 3 , 5 - x i - x 2 - x 3 } 

E E E E i 
x 2 

Serán justificadas, a continuación, las expresiones dadas para los límites inferiores y 
superiores de las sumatorias de la fórmula (5). 

1. Just i f icación de las expresiones' dadas para los l ímites inferiores de las 
mencionadas sumatorias. 
Hay dos casos a considerar-: ( I ) el caso en que N es divisible por M y ( I I ) el caso 
en que N no es divisible por M. 

Caso ( I ) Considérese, en primer lugar, que ./V es divisible por M. Es fácil de­
mostrar, entonces, que el valor mínimo que puede asumir X\ es, precisamente, 

N 
M 

En efec-í que para d caao q „ e S e está analizando coincide con 

to; si asumiese un valor menor, o sea que Xi < — — 1, entonces por la 

N 
condición restrictiva (4), x, < — - 1 para 1 < i < M y por lo tanto 

X\ + X2 + • • • + XM < M (Jt- - \ j = N - M < N, no cumpliéndose 
la condición restrictiva (3). Puesto que este resultado es absurdo, debe re-

N 
chazarse la posibilidad de que xx pueda tomar valores menores que — . En 

N 
cambio, sí resulta admisible que x i asuma el valor mínimo — . Por la restric-

M 
ción (4) cada uno de los restantes compartimentos podrá contener, a lo sumo, 
AT - N 
— partículas. Por supuesto, si X\ = — , la condición (3) implica que cada uno 
de los restantes M — 1 compartimentos deberá contener también, exactamente 
— partículas. 
M 

Caso ( I I ) Considérese ahora el caso en el cual N no es divisible por M. En este 
N 

caso — == c• + a, donde c 
M 

N 
M 

y d (la "parte fraccionaria" de N/M) 



246 O. S K L I A R - G . O V I E D O - V . MEDINA 

es un número para el cual se cumple 1 > d > 0. En este caso, el menor 
¿ V I * 

= c + 1. En efecto; si asumiese un valor que puede asumir x\ es 
M 

valor menor, entonces x\ < c y por la condición restrictiva (4) ninguno de los 
compartimentos restantes podría tener un número de partículas superior a c; 
por lo tanto x\.+ X% +'••• + XM < M -c < M • c + M • d = N. Pero 
esto último es absurdo, pues para que ( A i , X2, X M ) sea una partición 
generalizada de N tiene que cumplirse la condición (3). Por lo tanto, debe 
rechazarse la posibilidad de que A i asuma como valor mínimo c - u otro menor-

IN' 
y debe fijarse dicho valor mínimo para A i así: A i = c + 1 = 

M 

como limite Una vez comprendidas las razones por las cuales se fija A i = 

inferior de la primera sumatoria de la fórmula (5) -ordenando las sumatorias de 
izquierda a derecha- resulta obvio por qué se fijan como se ha hecho los límites 
inferiores de las otras sumatorias. Considérese, p. ej., la segunda sumatoria. Una 
vez que se asigna un número A i de partículas al compartimento C\, quedan dispo­
nibles N — A i partículas para distribuir entre los restantes M — 1 compartimentos, 
respetando las condiciones: 

X2 + X3 ••• + XM = N - x\ 

X2 > A 3 • • > XM > 0 

Pero, en realidad, 

Si se aplica a este nuevo problema el razonamiento hecho anteriormente, la prime­

ra sumatoria debe tener como límite inferior X2 = [-——— 
L M - 1 . 

esta primera sumatoria del nuevo problema es la segunda sumatoria del proble­
ma original. Y el mismo tipo de razonamiento puede aplicarse sucesivamente a 
los límites inferiores de las restantes sumatorias de la fórmula (5). ¿Por qué la 
fórmula (5) incluye M — 1 sumatorias? Porque se tomó M como igual al número 
de compartimentos. Fijados los valores A i , X 2 ) • • ; X M - X de partículas contenidas, 
respectivamente, en los compartimentos C\, C2, • • •, CM-XI

 e l número de partículas 
contenidas en el compartimento QM resulta determinado sin ambigüedad. Dicho 
número es X M = N — Xx — X2- — • • * — XM-X-

2. Just i f icación de las expresiones dadas para los l ímites superiores de las 
mencionadas sumatorias. 

No hay obstáculo para que un número de partículas superior al límite inferior de 
la primera-sumatoria se encuentre contenido en C\. De hecho la totalidad de las 
partículas (N) pueden estar contenidas en Cx- Por ello el límite superior de la 
primera sumatoria es igual a N. 

Por (3) y (4) el húmero de partículas contenidas en C2 no puede ser mayor que xx 
y tampoco puede ser mayor que N — Xx, que es el número de partículas disponibles 
para ser distribuidas entre los compartimentos que quedan una vez que se excluye 
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el C\. Por consiguiente, el límite superior de la segunda sumatoria de la fórmula 
(5) debe ser m i n { z i , N — x\}. De manera análoga resulta sencillo fijar los límites 
superiores de las restantes sumatorias de la fórmula (5). 

4 Algunos resultados computacionales 

A continuación se aportan, en forma de dos figuras y una tabla, algunos resultados 
computacionales obtenidos mediante un programa para computadora elaborado en C + + , 
basado en las fórmulas previamente especificadas. 

Por una razón que resultará justificada al leerse el apartado 5 de este trabajo, las que 
hasta aquí se llamaron "particiones generalizadas", son denominadas -en las mencionadas 
figuras y en la tabla- "particiones generalizadas restringidas". 

N ú m e r o s de Particiones Generalizadas Restringidas 
N 10 20 30 40 50 60 70 
M -
10 42 530 3590 16928 62740 195491 533975 
30 42 627 5604 37241' 202139 943442 3910071 
50 42 627 5604 37338 204226 966370 4085881 
70 42 627 5604 37338 204226 966467 4087968 
90 42 627 5604 37338 204226 966467 4087968 
100 42 627 5604 37338 204226 966467 4087968 

5 Particiones generalizadas no restringidas de n ú m e r o s en­
teros positivos 

¿Qué sucede si se cumple la ecuación (3) pero se elimina la restricción (4)? Ello da 

lugar a otro tipo de particiones generalizadas de N que podemos calificar de no restringidas 

(pgnr). Para ellas se obtiene: 

N N-Xi N — Xi-X2 N — X1-X2 XM-2 

npgnr(N,M) = £ £ £ ••• £ 1 
£1=0 X2—O X3—O x\¡-i=0 

6 Distribuciones en M compartimentos de N part ículas 
distinguibles entre ellas 

Resulta de interés considerar la posibilidad de que las partículas sean distinguibles entre 
ellas. Hasta ahora se había considerado dichas partículas como indistinguibles entre ellas. 
Así, p. ej., si dada la partición esquematizada en la Figura 2, se toma una de las partículas 
de C 2 y se la coloca en C3 y también se traslada la partícula de C3 a C2, se obtiene la 
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misma partición. Ello no ocurriría si las partículas pudiesen distinguirse entre ellas. Desde 
luego, si éste es el caso, el enfoque utilizado ya no resulta válido para estudiar particiones 
de números enteros. Puede, en cambio, en la situación descripta, hacerse referencia a 
distribuciones en M compartimentos de N elementos -p. ej., part ículas- distinguibles 
entre ellos. 

Las distribuciones que se están considerando serán calificadas de restringidas (dr) si se 
acepta como válida la condición restrictiva (4) o bien no restringidas (dnr) si no se impone 
dicha condición restrictiva. 

Mediante la fórmula (6) será expresado el número de distribuciones del tipo que se 
considera si es válida la condición restrictiva (4). Y mediante la fórmula (7) se expresará 
el número de distribuciones resultante si no se impone esa condición restrictiva. 

ndr{N,M) = 
M min{xit N—xi} min{x2i N—xi—x2) 

£ £ £ 
min{arM-2, N-Xi~x2 iif-2} 

£ 

( N - X i - x M - 2 \ í c . 

. - l mm ) (6) 

'N\ ÍN - x{ 

%2 

ndnr{N,M) = 
N N-xi N-xi-xi xM-2 /]\J\ / / V 

E E •• E 
Xi—0 x 2 =0 XAÍ"_1=0 

(7) 

Mediante el coeficiente binomial ( ) se expresa, pues, el número de maneras di-

ferentes de seleccionar x\ partículas -las que ocupan C\- del total de N; mediante el 

( N — x\\ 
1 se expresa el número de maneras diferentes de seleccionar 

X2 ) 

x2 partículas -las que ocupan C2- del número de partículas disponibles [N - x\) una vez 
que del total de ellas (iV) se resta x\, etc. 
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Nótese que n¿nr también puede expresarse así: n<¿nr = MN. En efecto; para cada 

una de las N partículas hay M posibilidades: las de ubicarse en uno cualquiera de los 

M compartimentos. De donde se deduce la siguiente interesante igualdad del cálculo 

combinatorio: 

N-Xi-X2 XAÍ-2 

E 
X\ XM-2 

XM-1 

7 Conclusiones 

Se obtuvo una fórmula - la (5)- para calcular, de manera exacta, el número npg(N, M) 
de particiones generalizadas del entero N > 0. Si N = M se obtiene el número nv 

de particiones (clásicas) de dicho entero N. (En la literatura especializada esta última 
función aritmética es usualmente denominada p(N).) También se aportan expresiones 
para resolver otros problemas afines al que acaba de especificarse. 

Posiblemente el rasgo de mayor interés de este trabajo es el siguiente: las diversas 
fórmulas presentadas se obtuvieron mediante consideraciones matemáticas sencillas a par­
tir de un mismo enfoque compartimental. 

A pesar de la simplicidad de los recursos matemáticos utilizados -que no van más allá 
del cálculo combinatorio elemental- los resultados obtenidos permitirán abordar -como se 
mostrará en ulteriores trabajos- problemas de gran interés en mecánica estadística, como 
los concernientes al análisis detallado de las fluctuaciones. . 
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N U E V O E N F O Q U E C O M P A R T I M E N T A L P A R A L A 

SOLUCIÓN D E L P R O B L E M A D E L 

I S O M O R F I S M O D E G R A F O S 

O S V A L D O S K L I A R 1 - G U I L L E R M O O V I E D O 1 - V Í C T O R M E D I N A 1 

Previamente se presentó un enfoque compartimental para determinar si dos grafos 
cualesquiera son o no isomorfos.2 Dicho enfoque utiliza la simulación de procesos de 
difusión entre compartimentos asociados a los vértices de ambos grafos. En este trabajo 
se presenta un nuevo enfoque que sustituye la simulación de procesos de difusión por la de 
procesos de "antidifusión". Estos tienen la ventaja de explotar mejor que los previamente 
mencionados cualquier asimetría de los grafos considerados. Aunque, en esta oportunidad, 
solo se trata el caso de los grafos dirigidos, resulta factible generalizar el nuevo enfoque 
-como se hará en ulteriores trabajos- para cualquier tipo de grafos. 

Palabras clave: isomorfismo de grafos, enfoque^compartimental, antidifusión. 

' U N I V E R S I D A D N A C I O N A L , H E R E D I A , C O S T A R I C A 
2 Skliar O., T . Láscaris Comneno y V . Medina. 1994. Enfoque compartimental para 

la solución del problema del isomorfismo de grafos: Editor: G. Mora. Memorias I I 
Encuentro Centroamericano de Investigadores en Matemática. I Parte. San Ramón, 
pp. 113-137. 
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E S T R A T E G I A S C O M P U T A C I O N A L E S A P L I C A D A S 
A L A EVALUACIÓN A N I M A L 

YASNAY T E I J E I R O 1 - R E I N A L D O L Ó P E Z 1 

En el mejoramiento animal , la selección de los animales de forma eficiente garantiza 
el mejoramiento genético de las nuevas generaciones. Es por ello que se investigan los 
modelos matemáticos y las estrategias de computación que permiten resolver el problema 
de manera más eficiente. Es conocido que los problemas de selección, estimación del valor 
genético, estimación de los componentes de varianza, etc generan sistemas de ecuaciones 
enormes, tamaño que se incrementa cuando se añaden las relaciones entre los animales. Por 
todo esto se realizó un estudio de los modelos matemáticos y estrategias computacionales 
más usadas en los últimos años para encontrar las que ofrezcan un uso óptimo de la 
memoria y una máxima velocidad de convergencia. 

Se presentarán una serie de modelos matemáticos, en los que los rasgos genotípicos 
tienen que ser evaluados a través de mediciones u observaciones fenotípicas en los animales 
y éstas están influenciadas por los efectos ambientales y genéticos. Lo que nos interesa 
es estimar la parte genotípica de las observaciones Entre los modelos que se presetarán 
están el modelo semental, el modelo semental más abuelo materno y el modelo animal. 
También se verán métodos y algoritmospara la estimación de los parámetros, así como 
algunas consideraciones para disminuir los requerimientos de memoria y para acelerar la 
velocidad de convergencia. 

' D E P A R T A M E N T O D E M A T E M Á T I C A , U N I V E R S I D A D L A T I N A D E G O S T A R I C A , L O U R D E S D E M O N T E S D E 

O C A , C O S T A R I C A 
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ANÁLISIS D I S C R I M I N A N T E A P L I C A D O A U N 

E S T U D I O TAXONÓMICO D E 

S C I R P U S SECCIÓN M O N O C E P H A L E S 

M A R T A T O R R E S D E P L A Z A 1 - L I D I A B E N Í T E Z D E P A R R A 1 

G R A C I E L A P O N E S S A D E M E R C A D O 2 

Introducción 

S c i r p u s Linné, es un género cosmopolita de 250 especies a nivel mundial (Koydma, 1958). 
S c i r p u s , en Argent ina , está representado por 18 especies y en Tucumán por 10, de 
las cuales 4 pertenecen a la sección M o n o c e p h a l e s : S.acauíis Ph i l . , S . c h u b u t e n s i s 
C.B.Clarke, S.desertícola Ph i l . y S . m a c r o l e p i s P h i l . 

En Pflanzenfamilien (Pax, 1888) presenta al género dividido en 2 subgéneros teniendo 
en cuenta la presencia o ausencia de las flores con setas hipóginas; E u . S c i r p u s e Isolepis , 
las especies citadas para Tucumán están incluidas en el primer grupo. 

E l género está organizado en 17 secciones y 7 grupos (Koyama, 1958). E l grupo 5, 
Scirpus Sección M i c r a n t h i , al cual incorporamos las especies en estudio, se caracteriza por 
presentar plantas pequeñas de habitat graminoso, inflorescencia en cabezuela simple, con 
flores perfectas. 

E l objet ivo del presente t raba jo es el estudio taxonómico de la sección M o n o c e p h a l e s . 
Se t r a t a de del imitar las 4 especies, realizando la tipificación y estudios de morfología 
externa e interna a fin de describirlas, i lustrarlas y proporcionar claves para su posterior 
reconocimiento. Esto se debe a que Scirpus es un género heterogéneo del cual se segregaron 
recientemente Schoenoplectus, Bolboschoenus e Isolepis teniendo en consideración el t ipo 
de embrión y posición de la inflorescencia respecto al tal lo . 

' U N I V E R S I D A D N A C I O N A L D E T U C U M Á N , F A C U L T A D D E C I E N C I A S N A T U R A L E S E I N S T I T U T O M I G U E L 

L L L L O , C Á T E D R A D E M A T E M Á T I C A , M I G U E L L L L L O 2 0 5 , ( 4 0 0 0 ) S A N M I G U E L D E T U C U M Á N , R E P U B L I C A 

A R G E N T I N A 

2 F U N D A C I Ó N M I G U E L L I L L O , M I G U E L L I L L O 2 0 5 , ( 4 0 0 0 ) S A N M I G U E L D E T U C U M Á N , R E P Ú B L I C A 

A R G E N T I N A 
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1 Materiales y métodos 

Para la revisión taxonómica se han seguido los métodos clásicos consignándose para las 
descripciones rasgos de morfología externa e interna a nivel de microscopio óptico ( M . O . ) , 
microscopio electrónico de barrido (M.E .B . ) y de transmisión ( M . E . T . ) . 

Se consultaron materiales depositados en herbarios del país: I n s t i t u t o de Botánica 
Darwinión (SI) , Museo de Ciencias Naturales de La Plata (LP) y Fundación Miguel Li l lo 
(LU.). 

Se presenta una descripción del género y de la sección. E l estudio anatómico para 
M . O . se realizó en material fresco y de herbario, fijados en F . A . A . (formol alcohol - ácido 
acético), se realizaron cortes a mano alzada y a través del proceso de inclusión en parafina 
(Johansen, 1940) y doble coloración safranina-fast green (Diseo de Str i tmater , 1979). 

Los esquemas se realizaron con el auxilio de una cámara clara y se los dibujó respetando 
la simbología de Metcalfe (1972). 

Las muestras para el estudio de ultraestructura se procesaron en el Laboratorio de 
Microscopía Electrónica del Noroeste Argentino ( L A M E N O A ) . 

E l material se fijó en glutaraldehido con buffer fosfato. Se deshidrató para su posterior 
inclusión en resina epoxi en el caso de ser pbservados al M . E . T . Los aquenios que fueron 
procesados para ser observados al M . E . B . obviando punto crítico, se adhirieron a una 
cinta engomada y fueron metalizados con oro paladio en un evaporador al vacío (Schuyler, 
1971). 

E l análisis discriminante ( A D ) se realizó en base al estudio de doce caracteres, esco­
giendo al azar quince ejemplares de cada especie. Los caracteres o variables consideradas 
fueron: número de hojas ( N O H ) , porte de la planta ( P O R T E ) , longitud de la lámina foliar 
( L A M F L O N G ) , l a t i t u d lámina foliar ( L A M F L A T ) , longitud de vaina ( V A I L O N G ) , l a t i ­
t u d de vaina ( V A I L A T ) , longitud de gluma ( G L U L O N G ) , l a t i t u d de gluma ( G L U L A T ) , 
longitud de aquenio ( A Q L O N G ) , l a t i t u d de aquenio ( A Q L A T ) , longitud de estilo (ES-
T L O N G ) , longitud estomática ( E S T O M A ) . Se aplicó el A D usando el paquete estadístico 
" B M D Biomedical Computer Programs" (BMDP-Univers idad de California) y del mis­
mo programa 7 M correspondiente al "Stepwise Discriminant Analysis" , a fin de observar 
cuales de ellas poseían valor discriminatorio desde el punto de vista estadístico. 

Con los datos de las muestras se comprobó que las variables respondían a una d i s t r i ­
bución aproximadamente normal , de acuerdo con el test de asimetría y curtosis. Además, 
se analizó la matr iz de covarianza para cada muestra, resultando las mismas aproximada­
mente homogéneas. 

2 Análisis discriminante 

De las doce variables medidas, cinco fueron seleccionadas por su eficiencia discriminatoria, 
elegida por el método "Stepwise" (por pasos), siendo estas seg;uh el orden dado por el 
programa: P O R T E , L A M F L O N G , E S T I L O , V A I L O N G , y N O H . 

El orden establecido se debe a que en primer lugar realiza un A N O V A con un criterio 
de clasificación, de donde se obtienen valores para el estadístico F que determinarán de 
acuerdo a su valor el ingreso de la primera variable (PORTE) a la función discriminante, 
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o función de clasificación (combinación lineal de las variables que mejor caracterizan las 
diferencias de las especies). 

En los pasos siguientes, el valor de F es computado a par t i r del análisis de Varianzas 
y Covarianzas, determinando éste el ingreso de las siguientes variables. 

Se plantea como hipótesis nula, que las especies no presentan diferencias entre ellas. 
Para aceptar o rechazar ésta hipótesis se recurre al estadístico U (Lambda de Wi lks ) y 
en base a éste se analiza el estadístico V = m * lnll, que se distribuye como x 2 con 
pq gl . (p = n° de variables seleccionadas y q = n° de muestras - 1). E l estadístico U 
dio igual a 0.0174350 con 5.3 y 53 g l . , m = 54.5 por lo que al analizar el estadístico 
V = - 5 4 . 5 * ln (0.0174350) = 220.6855 frente al valor de tabla de x 2 15 g l = 32.8 se 
concluye: rechazar la hipótesis nula a un nivel de significación a = 0.005, es decir que las 
diferencias entre las especies son existen. 

Las funciones de clasificación obtenidas son: 

Grupo 
Variable • SA SD S M SCh 
N O H 0.2572 _0.7314 0.2252 0.4548 
P O R T E 1.9544 3.6910 3.5381 7.8746 
L A M F L O N G 1.1485 0.3128 1.1798 -0 .3023 
V A I L O N G 6.2090 4.4411 4.1360 2.9314 
E S T I L O 11.2604 4.0204 7.1596 3.1624 
Constante -63.3238 -^33.6083 -40.3358 -45.6454 

Luego, mediante la función de clasificación, cada caso es asignado a un grupo para 
el cual el valor de la probabil idad posterior es máximo. E l análisis fue satisfactorio para 
las cuatro especies con un porcentaje de 100%, 86.7%, 86.7%, 100% respectivamente, de 
clasificados correctamente, no habiendo contado ,con una muestra de entrenamiento se 
valida haciendo uso del método "Jacknife". 

La figura 1 muestra lo dicho anteriormente, donde el eje horizontal es la dirección donde 
las especies exhiben la máxima separación (variable canónica 1) y el eje vertical muestra 
la máxima separación en una dirección ortogonal al eje horizontal (variable canónica 2) . 
Los valores sobre las líneas indican la distancia de Mahalanobis entre los centros. 

Estudio agregando una nueva variable 

Se analizó el comportamiento de fas especies S. desertícola, S. macrolepis y S. chubutensis 
agregando una nueva variable: escapo (SCAPO) . No se tuvo en cuenta la cuarta especie 
por poseer un brevísimo escapo, despreciable desde el punto de vista de la cuantificación. 
Con este análisis se confirma la diferencia entre especies, rechazando la hipótesis nula a 
un nivel de significación de 0.005 (Gráfico N° 2.) 

E l estadístico U dio igual a 0.0174350 con 5.3 y 53 g l , m — 54.5, por lo que al analizar 
el estadístico V = - 5 4 . 5 * ¿«(0.0174350) = 220.6855 frente al valor de tabla de x 2 15 
g l = 32.8 se concluye rechazar la hipótesis nula a un nivel de significación a = 0.005, es 
decir que las diferencias entre las especies existen. 
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Figura 1: Plano principal del primer Análisis Discriminante; A - Scirpus Acaulis; B -
Scirpus desertícola; C - Scirpus macrolepis; D - Scirpus chubutensis. 

Luego, mediante la función de clasificación cada caso es asignado dentro de un grupo 
para el cual el valor de la probabilidad posterior es máximo. E l análisis fue satisfactorio 
para las tres especies con un porcentaje de 100%, 86.7% y 100% respectivamente, de 
clasificados correctamente. 

En la f igura 2 se observa, al igual que en la f igura 1, las diferentes especies en un 
espacio canónico bidimensional. 

3 Discusión y conclusiones 

• A través del A D se pudo establecer que las Especies son diferentes y que los caracteres 
seleccionados con mayor poder discriminante, son los que morfológicamente tienen 
peso taxonómico a nivel de Especie. 

• E l A D ha permit ido ver cuales son los caracteres de valor diagnóstico que se pueden 
usar para realizar la clave de reconocimiento de las especies. 

• La naturaleza de las papilas de las ramas estigmáticas queda desechado como carácter 
de valor diagnóstico debido al resultado dado por el A D . 
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Figura 2: A - Scirpus desertícola; B - Scirpus macrolepis; C - Scirpus chubutensis. 

Las conclusiones aanteriores muestran un aporte original en este tema, ya que no se 
encuentran antecedentes al respecto. 

Se pudo establecer que el A D puede ser usado como herramienta de t raba jo para 
dilucidar problemas de naturaleza taxonómica. 
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ALGORITMO DE LA DISTRIBUCION NORMAL 

J U A N J O S É V A R G A S 1 

A par t i r del desarrollo en series de Taylor aplicado a la función de distribución normal 
e s tándar , se propone un a lgori tmo para calcular esta función, el cual converge en relativa­
mente pocas iteraciones y no requiere del uso de otras funciones adicionales. La precisión 
de los cálculos se controla mediante un p a r á m e t r o dado en el a lgori tmo. Se presenta una 
tabla con algunos valores calculados para precisiones de 5 y 10 dígitos significativos, y se 
comparan las iteraciones requeridas en cada caso. 

El a lgoritmo es el siguiente, siendo x el punto sobre el que quiere evaluarse la función 
y s la salida: 

s : = 0 

t := x 

n : = 1 

while \t\ > € do 
s := s + t 

t * (—x) * x * n 

' ~ ( n + 1) * ( n + 2) 

n := n + 2 

endwhile - . -
s := s/y/ñ+0.5 

' E S C U E L A D E CIENCIAS DE LA COMPUTACIÓN E INFORMÁTICA, UNIVERSIDAD DE COSTA RICA, 2060 
SAN JOSÉ, COSTA R I C A 
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F A C T O R E S D E DIFERENCIACIÓN D E L A M O R T A L I D A D 

E N L A P R O V I N C I A D E B U E N O S A I R E S 

E N L A DÉCADA D E L 80 

G U I L L E R M O V E L Á Z Q U E Z 1 - H E R N Á N O T E R O 1 

C L A U D I A M A R I N E L L I 2 - S E B A S T I Á N T O R C I D A 2 

Resumen 

A partir de las tablas de mortalidad correspondientes a cada partido de la pro­
vincia de Buenos Aires se representa la distribución de los principales indicadores de 
la mortalidad (tasa de mortalidad infantil y esperanza de vida al nacimiento). En 
un segundo paso, se realiza el análisis espacial de dicha distribución (pautas de con­
tigüidad, agrupamientos regionales, etc) y se agrupan los partidos en unidades de 
análisis mayores: zonas sanitarias. Finalmente se relaciona la mortalidad bonaerense 
con variables vinculadas a diversas dimensiones del desarrollo: niveles de instrucción, 
socioeconómico y sanitario, para concluir estableciendo un balance sobre la validez 
explicativa de estos factores en los niveles de mortalidad observados. Desde el punto 
de vista estadístico, las etapas mencionadas implicaron la selección de las variables y 
su posterior transformación, sumado a un análisis gráfico-descriptivo a través de las 
técnicas de componentes principales y cluster. 

1 Introducción 

En el contexto de la producción existente sobre mortal idad en los países de la región, el 
presente t raba jo busca satisfacer dos objetivos básicos: 1) la medición de los niveles de 
morta l idad de la provincia de Buenos Aires a principios de la década de 1980 a part i r de un 
nivel de agregación espacial intermedio (zonas sanitarias) y 2) la elaboración de un marco 
explicativo que nos permita avanzar en la comprensión de las diferencias observadas. 

Es impor tante destacar que la utilización del espacio como variable analítica permite 
acceder no sólo al conocimiento de las diferencias espaciales sino también al de las inequi-
dades sociales y económicas asociadas a cada región. Concebir al espacio como una de 

' P R O P I E P , F A C U L T A D D E C I E N C I A S H U M A N A S , U N D / E R S I D A D N A C I O N A L D E L C E N T R O D E L A P R O ­

V I N C I A D E B U E N O S A I R E S , T A N D I L , R E P Ú B L I C A A R G E N T I N A 
2 N U C O M P A , F A C U L T A D D E C I E N C I A S E X A C T A S , U N I V E R S I D A D N A C I O N A L D E L C E N T R O D E L A P R O ­

V I N C I A D E B U E N O S A I R E S , R E P Ú B L I C A A R G E N T I N A 
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las dimensiones básicas del proceso de diferenciación y estructuración social y económica 
de un país no sólo resulta válido en términos teóricos sino que constituye una vía de ac­
ceso obligada al estudio de las diferencias, dadas las falencias en los datos sociales que 
caracterizan a las estadísticas oficiales. 

En la investigación social no existe una metodología experimental estricta; la produc­
ción de conocimientos se desarrolla siguiendo una espiral inductiva-hipotética-deductiva 
que conduce a explorar tanto como a experimentar, cuando esto es posible. Los pasos 
aquí desarrollados, que combinan el Análisis de Componentes Principales y el Análisis 
de Cluster, responden a esa exigencia metodológica, al permitirnos analizar la informa­
ción proporcionada por datos multidimensionales mediante una aproximación gráfica que 
respeta las características originales de éstos. 

2 Fuentes 

El presente estudio se basa en tablas de mortal idad de la provincia de Buenos Aires 
correspondientes al período 1980-1982 3 (Otero, Velázquez: 1995), a par t i r de las cuales se 
obtiene la Tasa de Mor ta l idad In fant i l ( T M I ) y la expectativa de vida al nacer (E(o)) de 
las 11 zonas sanitarias en que se divide la Provincia de Buenos Aires. 

Asimismo, para el análisis de las variables utilizadas se ha recurrido a información 
de diversos organismos públicos: I N D E C (Censo Nacional de Población 1980), Minister io 
de Salud de la P B A (Estadísticas Vitales) , Minister io de Economía de la P B A (Serie de 
indicadores socio-económicos). 

3 Metodología 

3.1 Problemas de las fuentes de información 

Los principales problemas para la confección de las tablas se refieren a la calidad y cobertu­
ra de la información disponible. En lo concerniente a la información censal, la clasificación 
según edades no suministra información desagregada por intervalos anuales para la pobla­
ción menor de cinco años, lo que dif iculta el cálculo de las tasas de mortal idad. En su 
reemplazo, hemos util izado la media de los nacimientos correspondientes a los años 1976-
1983, solución que permite evitar , por o t ra parte, el problema bastante frecuente en la 
información censal del subregistro de niños. 

En el caso de las actas de defunciones, se presentan problemas en lo relativo a la 
adscripción espacial de la defunción ya que las actas presentan tres lugares posibles para 
la confección de las tablas: el lugar de nacimiento (provincia para los nativos, país para 
los extranjeros), eL departamento de ocurrencia de la defunción y el departamento de 
residencia habi tual . L a diferencia entre estos lugares puede ser importante en función 

3 P a r a evitar la influencia de variaciones aleatorias, producidas por l a escasa población de algunos 
partidos o por la existencia de años de mortalidad excepcional, se h a trabajado con el promedio de las 
defunciones correspondientes a los años 1980, 1981 y 1982. No se tomó el promedio pericensal (1979-
1981), como hubiera sido más conveniente, porque en el año 79 cambiaron los criterios de recolección de 
la información en la provincia. 
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de las migraciones internas cuyo nivel y destino es diferencial según los distintos partidos. 
Como la movil idad de la población hace además que una proporción importante de muertes 
se produzca fuera del lugar de nacimiento, el part ido de residencia habitual fue preferido 
a los otros dos indicadores. 

Con el f in de garantizar el mayor grado de comparabilidad con las tablas elaboradas 
para el t o t a l del país y jurisdicciones por J . Somoza y M . Müller ( I N D E C , 1988) se han 
seguido, en la mayor parte de los casos, criterios similares a los establecidos por dichos 
autores. Así, por ejemplo, en lo concerniente al nivel de cobertura de las fuentes se ha 
seguido el criterio según el cual los registros pueden considerarse completos en la provincia 
de Buenos Aires, lo que implica no corregir los datos de base. Para evitar que eventuales 
variaciones aleatorias producidas por el número de efectivos en juego en cada zona se tras­
ladaran a las restantes funciones de la tabla , se procedió previamente a ajustar mediante 
un método manual o gráfico la función de cocientes de morta l idad; al igual que en las 
tablas nacionales del I N D E C (1988) hemos procedido a ajustes de t ipo "conservador" y 
sólo para aquellos casos en los que la función q(x,n) presentaba un perfil manifestamente 
atípico. Para la conversión de las tasas centrales de mortal idad en probabilidades para 
cada intervalo de edad se siguió el método de Reed y Merrel l (1939) 4 . 

3.2 Análisis estadístico 

3.2.1 D i f e r e n c i a s espaciales de la m o r t a l i d a d 

Como es sabido existe una al ta correlación entre la expectativa de vida al nacer y la mor­
tal idad in fant i l , tanto porque esta última interviene con un alto peso relativo en el cálculo 
de la pr imera, como porque las condiciones socio-económicas afectan de modo análogo las 
probabilidades de morir en el primer t ramo de vida y en los intervalos posteriores. El 
Gráfico 1 (ver Anexo) permite apreciar la fuerte asociación lineal entre ambas variables 
(algo esperable dado el nivel de agregación de los datos): como puede observarse, ambos 
indicadores varían inversamente. 

Dicho gráfico induce a pensar en una tipología de la mortal idad de la provincia com­
puesta por tres niveles: 1) alto (zonas I I I , I X , X y X I ) , 2) medio ( I , I I , I V , V I y V I I I ) 
y 3) bajo (zonas V y V I I ) , y caracterizada por una al ta contigüidad espacial (ver Mapa, 
en Anexo) , resultando evidente la menor mortal idad de los partidos del norte y del oeste 
del conurbano bonaerense y las peores condiciones socio-sanitarias de la Pampa Depr imi ­
da. Debe destacarse que, a pesar de tratarse de un contexto habitualmente visto como 
homogéneo en relación al conjunto del país, las diferencias observadas son bastante signi­
ficativas: 9,5 por mi l entre los valores extremos de las tasas de mortal idad infant i l (36,9 
por m i l en la zona I X contra 27,4 en la zona V I I ) y 3,3 años en la expectativa de vida 
(69,68 en la zona X I contra 72,99 en la zona V I I ) . 

A fin de evitar una imagen distorsionada del fenómeno, debe tenerse en cuenta la 
distribución espacial de la población en la provincia: las regiones de mortal idad baja 

4 C o m o es sabido, la función de probabilidad propuesta por estos autores constituye el mejor grado de 
ajuste de la asociación existente entre l a tasa y la probabilidad de mortaüdad de u n intervalo de edades 
determinado. 
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(zonas V y V I I ) y media (zona V I ) representan por si mismas el 67,4% de la población 
to ta l de la provincia en 1980, mientras que un significativo 32,6% de la población t o t a l 
del primer estado argentino se hallaba hacia 1980, en términos relativos, en niveles de 
mortal idad alta . 

A l igual que lo observado para el t o t a l del país (Mychaszula y Acosta, 1990) se registra 
una sobremortalidad in fant i l masculina, que varía entre 12,6 defunciones por m i l en la zona 
sanitaria X I y 6,0 en la zona I I . La diferencia de expectativa al nacer según sexos varía 
entre 6,8 años en la zona sanitaria V I y 10,2 en la zona I . 

3.2.2 F a c t o r e s de diferenciación de zonas sani tar ias según var iables de des­
arro l lo 

Con el objeto de describir el comportamiento de cada zona sanitaria y su relación con 
las restantes, se seleccionaron las siguientes variables explicativas: defunciones infantiles 
( N M I ) , población (Pobla), producto bruto interno ( P B I ) , camas de hospital (Camas), po­
blación con necesidades básicas insatisfechas ( P N B I ) , población sin instrucción ( P s / I ) , po­
blación con estudios secundarios o terciarios ( P c / S y T ) , población urbana ( P U r ) , depósitos 
en bancos privados (Dep) y~expectativa de vida al nacer (Eo) (ver "Tabla de datos en 
Anexo) . 

Dado que el rango de variación de las variables elegidas era significativamente hete­
rogéneo, se elaboró en primera instancia la correspondiente matr iz de rangos de Spearman 
(ver Anexo) , estableciendo un ránking de las zonas con respecto a cada variable. En la 
misma es posible observar que la posición de una determinada zona relativa a la variable 
población prácticamente determina su posición respecto del resto de las variables. 

Se decidió entonces eliminar del análisis dicha variable y -expresar las variables o r i ­
ginales restantes como proporciones, de manera que las nuevas variables permanecieran 
sensibles a las diferencias iniciales entre las zonas, pero teniendo rangos de variación com­
parables. Las variables transformadas resultaron: 

• Indicadores de mortal idad 

— T M I : Tasa de mortal idad in fant i l (por mil ) 

— E(o) : Expectativa de vida al nacer 

• Distribución espacial 

— P P U r : proporción de población urbana 

• Infraestructura hospitalaria del sector público 

— PCamas: Proporción de camas de hospital 

• Indicadores de desarrollo económico y social 

— Riqueza 
* P P B I : Producto bruto interno per cápita 
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* PDep: Depósitos bancarios privados per cápita 

- Infraestructura y calidad de vida 

* P P N B I : Proporción de población con Necesidades Básicas Insatisfechas 

- Indicadores del nivel de instrucción 

* P P s / I : Proporción de personas de cinco años y más que no asiste a la 
escuela 

* P P c / S y T : Proporción de población que tiene estudios secundarios o tercia­
rios 

Para representar la distribución de las zonas se realizó un Análisis de Componentes 
Principales (ACP) con las 9 variables transformadas. Los primeros dos autovalores de la 
matr iz de correlación resultaron X\ — 6,08; A2 = 2,26 y el porcentaje de la variación to ta l 
explicado por las dos primeras componentes fue del 81,57%. Se calcularon, para cada 
uno de los indicadores, los coeficientes de correlación con las dos primeras componentes 
principales, los que permitieron obtener el gráfico de los h-plots (Gráfico 3) . A part i r del 
mismo puede apreciarse que: 

• las longitudes de los vectores, en su mayoría cercanas a uno, indican un buen porcen­
ta je de reconstrucción de las variables en el plano de las dos primeras componentes; 

• se observa la presencia de correlaciones contrarias a las esperadas, como en el caso 
de las variables E(o) y P P N B I , en donde la correlación es provocada por tres ob­
servaciones influyentes (Gráfico 2) , mientras que en el caso T M I y P P B I no debe 
perderse de vista que el porcentaje de reconstrucción de T M I es inferior al 80%; 

• la proyección de los vectores sobre cada eje (componente) permite interpretar a la 
primera componente (eje horizontal) como "Nivel socio-económico" y a la segunda 
componente (eje vertical) como "Nivel de instrucción". -

Posteriormente, al representar las zonas en el plano de las dos primeras componentes 
(Gráfico 4) , la proximidad de algunas de ellas condujo a pensar en agrupamientos distantes 
pero con a l ta cohesión interna. Para corroborar dicha hipótesis se llevó a cabo un Análisis 
de Cluster con ligamiento completo, uti l izando la matriz de distancias euclídeas (debido a 
la homogeneidad de las variables transformadas); y la lectura del dendograma (ver Anexo) 
confirmó la presencia de tres grupos : zonas I y V I I I (de comportamiento promedio, por 
encontrarse próximas al origen de coordenadas); zonas V , V I y V I I por un lado y zonas 
I I I , I V , I X y X por o tro (en donde el nivel socio-económico influye decisivamente, al 
hallarse alejadas de la segunda componente); en tanto , la zona I I y la zona X I presentan 
un comportamiento aislado, a pesar de que en ambas el nivel de instrucción tiene una gran 
injerencia (pero con dist into sentido en cada caso). 

4 Discusión 
1. E l factor que mide la oferta del sistema de salud tiene correlación positiva con las 
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variables de m o r t a l i d a d 5 , opuesta a lo esperado. Este resultado es paradójico sólo 
en apariencia, ya que los datos disponibles se refieren solamente al sistema oficial de 
salud, que tiene mayor peso relativo en las zonas de mayor riesgo social. Por o t ra 
parte, debe considerarse que la población de las zonas V , V I y V I I tiene acceso al 
sistema sanitario de la Capita l Federal y que, en consecuencia, los indicadores de 
dichas zonas subregistran la oferta real del sistema de salud. Debe recalcarse que 
no se t r a t a aquí del clásico problema del lugar de ocurrencia de las defunciones ya 
que, como se mencionó anteriormente, los niveles de mortal idad fueron calculados 
a par t i r del domicilio de residencia habitual de las personas. En futuros trabajos 
debería hacerse un análisis con mayor cantidad de indicadores de infraestructura 
sanitaria, lo cual podría cambiar el sentido de la correlación aquí obtenida. 

2. La urbanización presenta correlación muy al ta con la mortal idad (la menor mor­
tal idad ocurre en áreas urbanas, Gráfico 3) . Como hemos visto en el punto 3.1 la 
cobertura de los datos es completa, por lo que no existe aquí un problema de su-
bregistro de defunciones; por o t ra parte, en caso de un eventual subregistro, es de 
esperar que el mismo fuese mayor en las zonas rurales, lo que reforzaría los resultados 
obtenidos. A pesar de la^mayor proporción de población con N B I existente en las 
zonas urbanas, éstas cuentan con ventajas significativas en relación a la zona rura l 
que le permiten compensar los efectos negativos de la estructura social, al menos en 
lo relativo a la morta l idad . Entre tales ventajas, la mayor accesibilidad al sistema 
de salud público (instituciones hospitalarias y disponibilidad de medicamentos), a la 
información en general y la existencia ríe rasgos propios de la cultura urbana ocupan 
un lugar destacado. 

3. Los indicadores de riqueza (depósitos bancarios y PBI -per cápita) muestran ma­
yor mortal idad en regiones de mayor riqueza, correlación opuesta a la esperable en 
teoría. A las críticas habitualmente formuladas contra los indicadores per cápita 
(desconocimiento de la distribución, grave por ejemplo en los depósitos bancarios de 
regiones rurales de mayor polarización social), debe sumarse el hecho de que el P B I 
mide la riqueza generada y no la ganancia percibida. 

4. La correlación negativa entre mortal idad y proporción de población con N B I cons­
t i tuye la segunda paradoja del estudio. Una posible vía de explicación de este 
fenómeno se encuentra en la naturaleza misma del indicador, cuya composición (es­
pecialmente en aspectos tales como ocupación y vivienda) tiende a subestimar el 
número de pobres rurales 6 . Si se quitasen las zonas más urbanizadas (V, V I y V I I ) 
la correlación sobre los datos originales sería nula. 

5. En todos los casos anteriores, las correlaciones de las variables exógenas con cua-
quiera de los indicadores de mortal idad ( T M I y E(0)) explican lo mismo a pesar de 

5 E n todas las conclusiones siguientes alta mortalidad implica alta T M I y b a j a e(0) 
6 U n rancho rural , por ejemplo, no es considerado vivienda precaria. Análogamente, la desocupaci'on 

es básicamente un problema urbano. Por otra parte, como h a mostrado Susana Torrado (1993:p. 214) a 
partir de datos del censo 80, cualquiera sea el estrato social considerado, "el nivel de vida es menor cuanto 
más pequeño es el tamaño del asentamiento de residencia" . 
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la menor reconstrucción de T M I . Por o t ra parte, dado que la mortal idad infanti l en 
nuestro país tiene valores relativamente altos y una importante proporción de causas 
de muerte postneonatales, los factores epidemiológicos y ambientales, no contempla­
dos en nuestro modelo por fa l ta de información, tienen un papel más determinante 
que en el caso de la esperanza de vida al nacimiento. 

6. E l análisis combinado de cluster y componentes principales permite identificar dis­
t intos tipos de zonas sanitarias: 

(a) las V , V I y V I I que constituyen el conglomerado bonaerense, claramente desta­
cadas por el peso del componente socioeconómico (altos niveles de urbanización 
con mayor peso de población con N B I y escasa infraestructura hospitalaria ofi­
cial) ; 

(b) las zonas I I I , I X X y I V , de las cuales las 3 primeras están comprendidas en 
la Pampa Deprimida (la región socialmente más polarizada del interior de la 
P B A , aunque paradójicamente cuente con mayor P B I y depósitos bancarios 
per cápita). En el dendograma, la zona I V se une con las restantes en un nivel 
posterior; 

(c) las regiones I y V I I I aunque err el gráfico presentan un comportamiento "pro­
medio" en términos de urbanización y desarrollo. Por último, las zonas I I y X I 
presentan un comportamiento atípico, influida por su buen nivel económico no 
correspondido con el nivel educativo en el primer caso, y con un nivel de ins­
trucción muy destacado en el segundo. Debe señalarse asimismo que la división 
en zonas sanitarias ño refleja adecuadamente las condiciones socio-económicas 
de la provincia ya que algunas de ellas se caracterizan por una alta dispersión 
en la distribución de sus indicadores.. No cabe duda, por o t ra parte, que la 
heterogeneidad observada en el nivel provincial se repite en el interior de cada 
part ido , tanto en términos sociales como espaciales. 

5 Comentarios finales 
Como bien ha señalado Daniel Noin en su estado del arte sobre las diferencias espaciales, 
" la explicación sigue siendo el punto débil de las investigaciones sobre la morta l idad" , 
especialmente en los estudios de escala intermedia donde en función del conocido fenómeno 
de la falacia ecológica, las correlaciones realizadas suelen ser sencillamente "enigmáticas" 
(Noin, 1990: 368-369). Estas apreciaciones generales son igualmente válidas en el estudio 
que aquí presentamos. 

Independientemente de sus limitaciones, los resultados son coincidentes en mostrar una 
mejor situación relativa de las zonas sanitarias más urbanizadas, a pesar de los valores 
negativos que caracterizan algunos de sus indicadores sociales. Nuestra hipótesis general 
sobre las aparentes paradojas mostradas en este estudio postula que, a diferencia de lo que 
ocurre en la mayor parte de las áreas metropolitanas de los países en vías de desarrollo o de 
lo ocurrido en la ciudad industr ia l decimonónica, las condiciones socio-sanitarias del área 
metropol i tana de Buenos Aires son considerablemente mejores que las prevalecientes en 
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el interior rura l de la Pampa Deprimida, hipótesis para cuya verificación serán necesarios 
nuevos estudios, dado el estado actual de los estudios de mortal idad en la Argent ina . 

Sin duda hemos arribado a nada más que un punto de part ida para nuevos desarrollos 
e investigaciones. Estas deberían profundizar el análisis de las diferencias espaciales por 
sexos y grupos de edades específicos y, sobre todo, el análisis geográfico según la d i s t r i ­
bución de las causas de deceso. En este punto parece indispensable adoptar un enfoque 
etiológico atento a los agentes productores del proceso de morbi -morta l idad . Los enfoques 
espaciales basados en la distribución de causas "evitables" de mortal idad (Holland, 1988) 
pueden ser aquí de suma ut i l idad . 

Si bien pueden y deben esperarse avances significativos en las áreas mencionadas, la 
principal piedra " d u r a " a remover en el fu turo se halla en la calidad, cobertura, confiabi-
lidad y disponibil idad de los datos relativos a factores exógenos a la morta l idad . Cuando 
éstos existen, responden mal a las necesidades de la investigación, especialmente en es­
calas geográficas intermedias. Por o t ra parte, ciertos datos vitales para la comprensión 
del proceso de morbi -morta l idad (como, por ejemplo, el consumo de alcohol y tabaco o el 
consumo alimentario en general, los factores climáticos, la contaminación ambiental o los 
riesgos laborales) son de muy difícil o imposible obtención. La búsqueda de indicadores 
más sensibles de tales factores constituirá sin duda uno de los pasos fundamentales de las 
investigaciones futuras . 
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ANEXO: 

Tabla de datos básicos por zonas sanitarias 

NMI Población PBI Camas Pob NBI Pob s/lns Pob c/SyT Pob Ur Depósitos Eo 

Zona 1 343 550404 154405 1587 90637 21571 139123 499823 6241,68 70,81 

Zona 2 112 214320 99097 928 37659 11345 35733 163610 1880,77 70,20 

Zona 3 145 247427 74017 841 44130 11348 44687 186402 2304,59 70,07 

Zona 4 274 507809 147131 988 90679 19343 85297 378273 6037,70 70,55 

Zona S 1491 2291376 83779 2100 538147 95005 591692 2260274 15760,34 72,04 

Zona 6 1716 2657032 32872 3959 743351 114298 619353 2629632 14865,50 71,21 

Zona 7 1738 2514959 40121 5839 659912 104690 581619 2456218 10934,82 72,99 

Zona 8 401 795445 119719 1799 153930 29727 198296 724939 8889,69 71,17 

Zona 9 167 271770 111559 1138 50508 11937 52040 215198 2737,09 70,13 

Zona 10 149 270831 78969 906 48692 13080 48156 219087 2477,16 69,75 

Zona 11 S22 780649 143751 5049 150278 26604 225990 753449 2412,57 69,68 

Matriz de rangos de Spearman 

NMI P o b PBI C a m a s Pob NBI P o b s/lns Pob c/SyT Pob Ur Depósitos Eo 
Zonm 1 ó 6 11 6 5 6 6 6 ó 7 
Zoam 2 1 1 ó 3 1 1 1 1 1 5 
Zonm 3 2 2 3 1 2 2 2 2 2 3 
Zomm 4 5 5 10 4 6 5 5 5 5 ó 
Zonm S 9 9 5 8 9 9 10 9 11 10 
Zonm 6 10 11 1 9 11 11 11 11 10 9 
Zonm 7 11 10 2 11 10 10 9 10 9 11 
Zonm 8 7 8 8 7 8 8 7 7 7 8 
Zonm 9 4 4 7 5 4 , ' 3. 4 3 4 4 
Zonm ÍO 3 3 4 2 3 4 3 4 3 2 
Zonm 11 8 7 9 10 l 7 8 8 8 1 

Mapa 

NIVELES DE MORTALIDAD DE LA PROVINCIA DE BUENOS AIRES. 

POR ZONAS SANITARIAS. 1980-1982 
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Gráfico 4 
Zonas en el plano de las 2 primeras Componentes Principales 
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I R I N A E . T E R E S C H E N K O 1 

El ojetivo principal de este trabajo es aplicar técnicas multivariadas de análisis de 
datos estadísticos -en este caso particular el Análisis Factorial de Correspondencias- con 
la finalidad de encontrar una caracterización de la contaminación ambiental en la ciudad 
de Guadalajara, y así tratar de establecer zonas de mayor o menor incidencia de dicho 
fenómeno. 

Resumen 

Debido al problema tan grande de contaminación del aire que se presenta en la ciudad 
de Guadalajara, se han hecho diversas investigaciones que den posibles soluciones a este 
fenómeno. Este proyecto tiene una nueva visión, pues se analiza el comportamiento de 
la contaminación del aire y se logra establecer zonas y temporadas de mayor o menor 
incidencia de este fenómeno en Guadalajara. Para ello se utiliza el Análisis Factorial de 
Correspondencias, que nos permite encontra más información que las técnicas multiva­
riadas mas comunes de la Estadística. La aplicación de la técnica da mejores resultados 
que las otras técnicas clásicas, debido a la interpretabilidad y ajuste a la realidad que 
muestran. 
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P E T R I NETS M E T H O D O L O G Y A P P L I E D 
FOR PROCESS AND PRODUCT MODELING 
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Abstract 

The application of a mathematical methodology called Petri Nets (PN) has been in-
troduced recently in the scope of the cooperation between the University of Costa Rica 
and the Germán institutions. usted above. 

Petri Nets are formal and the models described by the Petri Nets based description 
technique are executable. Various verification methods have been developed around the 
world for their support. 

We use a Timed Petri Net based approach to model environment relevant material 
and energy flow in production systems. It has to fulfill the needs of the ecological life 
cycle assessment of producís as well as for the ecological analysis of the processes in the 
production sites. 

As in all types of Petri Nets we use the three basic elements: place, transition and a 
directed are connecting them. The technical processes are modeled in transitions. The 
relations between process inputs and outputs are described by mathematical functions 
and calculated for a given period of time. Thereby we apply discrete as well as continuos 
models of factory applications. 

Keywords: Petri Net models, ecological life cycle assessment, material and energy flow 
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M O D E L A D O D E M A Q U I N A S ASÍNCRONAS 

E IDENTIFICACIÓN Ó P T I M A 

S A L V A D O R D E L A R A 1 - J E A N F A U C H E R 2 

Resumen 

El estudio del comportamiento de máquinas asincronas está ligado a una herramien­
ta matemática o modelo, que permite calcular las características de las salidas a par­
tir de los valores de entrada y de los parámetros del modelo matemático. Los autores 
presentan un sistema de identificación de parámetros para máquinas asincronas. Los 
parámetros eléctricos son estimados utilizando datos de entrada-salida a partir de condi­
ciones dinámicas de transitorios eléctricos. El sistema está basado en la metodología del 
modelo de referencia aplicada fuera de línea, la cual minimiza un criterio función del error 
entre las salidas de la máquina y del modelo, por un algoritmo de optimización del tipo 
Quasi-Newton. 

Un artículo completo correspondiente a este resumen aparecerá próximamente publi­
cado en la Revista de Matemática: Teoría y Aplicaciones. 
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