[ Concurso de Matematica Universitaria
Miércoles 24 de abril del 2024

A la memoria de William Alvarado Jiménez,
un mentor y un amigo del ECM.

Instrucciones:
= La participacién en el CoMUn es individual.
= Esta es una prueba con 20 preguntas de seleccién tunica, todas con el mismo valor.
= En la hoja de respuestas debe marcar exactamente una opcién por cada pregunta.

= Dispone de 3 horas para completar el examen. Al acabar este tiempo, tendrd 5 minutos para
completar y revisar la hoja de respuestas.

= Se permite el uso de articulos generales para escribir, por ejemplo lapices, lapiceros y marcadores.

= No se permite el uso de material adicional (apuntes, libros, etc), calculadoras, ni dispositivos
electrénicos.
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1. El nimero de soluciones de la ecuacién sen(e”) = 0 en el intervalo [0, 61n(2)] es

(a) 20
(b) 21
(c) 22.
(d) 23

2. Un grupo de estudiantes se retine regularmente para celebrar sus cumpleanos y ordenan comida.
En varias ocasiones han ordenado las siguientes combinaciones:

o una pizza, una ensalada, tres refrescos y tres postres por 10 000 colones,
o dos pizzas, cuatro ensaladas, tres refrescos y cinco postres por 20 000 colones,

o tres pizzas, dos ensaladas, doce refrescos y diez postres por 32 000 colones.

Los precios no estan sujetos a ninguna promocién. Con base en lo anterior, el grupo puede
determinar con total certeza el precio de

una pizza.
una ensalada.
un refresco.

un postre.

3. En el espacio, sea T un tetraedro regular. Considere las siguientes afirmaciones:

(I) Existe un plano que interseca el interior de cinco aristas de T'.

(IT) Existe un plano que interseca el interior de las cuatro caras de T'.

; Cuales de las afirmaciones son verdaderas?

(a) Ninguna.
(b) Sola la I.
)
)

4. Considere el conjunto

A=l 20 <00 nent
50 n

El menor elemento de A se encuentra en el intervalo:

(a) (0,2].
(b) (2,4].
(c) (4,6].
(d) (6,10].
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5. Considere el tridngulo formado por los puntos A = (0,0), B = (96,0) y C = (0,48). Se sabe
que existe un tnico punto P = (z,y) en el interior del tridngulo ABC tal que las dreas de los
tridngulos ABP, ACP, BCP estdn en razén 1: 2 : 3. El valor de |x — y| corresponde a

6. Considere todos los nimeros de nueve digitos formados al usar los digitos 1,2, ...,9 sin repetir;
por ejemplo, 123459876. ;Cudl es la probabilidad que al escoger aleatoriamente uno de estos
nameros se obtenga un multiplo de 4?7

(a) 2/9.
(b) 17/72
(c) 1/4

(d) 19/72
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8. Sea P el conjunto de polinomios con coeficientes reales y grado menor o igual que 10. Considere

el conjunto {po,p1,p2,...,p10} donde los polinomios estan definidos por p,(z) = > ) _, 2" *a*;
por ejemplo, po(x) = 1y ps(x) = 2* + 223 + 422 + 82 + 16. Existen niimeros reales tinicos
co,C1,C2,...,C1o tales que

'+ 2%+ 2+ 1= copo(x) + c1p1(x) + capa(x) + -+ - + c1rop10(2).

El valor de |¢p 4+ ¢1 + ¢o + -+ 4 ¢10] es igual a
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9. En un reloj analégico usual, las agujas de las horas y los minutos se mueven de forma continua
a velocidad constante (aunque las dos velocidades son distintas). Entre las 12:00 a.m. y las
12:00 p.m., la cantidad de veces que las agujas son perpendiculares entre si es igual a
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10.

11.

12.

13.

En una competencia de baile participan 50 parejas, entre ellas Jennifer y Santiago. Al llegar al
salén algunas de estas personas se saludan ddndose la mano; nadie saluda a su pareja (porque ya
se conocen), ni se saluda a s{ mismo. Santiago pregunta a las otras 99 personas por la cantidad de
veces que saludaron y obtiene 99 respuestas distintas. La cantidad de personas a las que saludé
Jennifer es igual a

(a) 1.
(b) 49.
(¢) 50.
(d) 98.

Todas las casillas de un tablero 4 x 4 se llenan con los ntimeros 1, 2, 3,4. Decimos que el tablero
es un sudoku si en cada fila, en cada columna, y en los cuatro bloques esquineros 2 x 2 aparecen
los cuatro ntimeros 1,2, 3,4. En los siguientes ejemplos, el primero es un tablero sudoku, pero el
segundo no lo es:

= =N
=N
== w| =
=Wl | N
I DO >

NS o N

DNO| = —| W

=N w| =

La cantidad de tableros sudokus 4 x 4 es igual a

Santiago camina sobre los niimeros enteros tirando una moneda justa. Cuando se encuentra en
el entero n, si sale escudo se mueve al entero anterior (n — 1) y si sale corona se mueve al entero
siguiente (n + 1). Si Santiago empieza en 0 y tira la moneda 7 veces, entonces

(a) la probabilidad de encontrarse en un entero 3k es 1/3.

(b) es mds probable que se encuentre en un entero 3k que en un entero 3k + 1.

(c) es més probable que se encuentre en un entero 3k + 1 que en un entero 3k + 2.

(d) es més probable que se encuentre en un entero 3k + 2 que en un entero 3k.

Nota: Decimos que un entero n es 3k + r si existe un entero k tal que n = 3k + r. Por ejemplo,
9 es 3k porque 9 =3-3, Tes 3k+ 1 porque 7 =3-2+1y —4 es 3k + 2 porque —4 = 3-(—2) + 2.

oo 2
/ —dx
—o €T e

El valor de la integral

es igual a
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14. Un ntmero complejo z cumple que z + z~! = 1. El valor de 22024 4 272024 ¢5 igual a

(a) —2.
(b) —1.
(c) 1.
(d) 2.

15. Sea w = €2™/3 = (—1 +iy/3)/2 y considere el polinomio

P(z) =142z + 32° + 42° + ... + 202427,

El valor de P(w) es igual a

—672iV/3.
673i/3.
—674iv/3.
675i/3.
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16. La sucesién de Fibonacci se define mediante F; = F» = 1 y la relacién F,, = F,,_1 + F,,_o para
n > 3, de forma que los primeros términos de la sucesién son F3 = 2, Fy = 3, F5 = 5, Fz = 8,

F; =13, .... El valor de la serie

I F3 By
2+22+23+Q4+.”

es igual a
(a) 3/2.
(b) (1++5)/2=1,618....

)
(c) 4/V/5=1,788....
(d) 2.

17. Una sucesion de enteros inicia con los niimeros 1 y 3, en ese orden, y los términos siguien-
tes se obtienen sumando los dos anteriores; de esta forma, los términos de la sucesiéon son

1,3,4,7,11,18,29,47, .... Considere las siguientes afirmaciones sobre esta sucesién:

(I) Algun término de la sucesién es divisible por 10.

(IT) Algtin término de la sucesién es divisible por 210 = 1024.

; Cuales de las afirmaciones son verdaderas?

(a) Ninguna.

(b) Sola la I.

(c) Solo la II.
)

(d) Ambas.
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18. Jennifer tira una moneda justa y se detiene cudndo le aparecen dos escudos de forma seguida. El
valor esperado para la cantidad de tiros que Jennifer tendra que hacer para detenerse es

a) 4.
b

c
d
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19. Los nuimeros reales positivos a y b son tales que ab = 2024 y el limite

i a b
2 \22 1 2B 1

existe (es decir, su valor es un ntmero real). Entonces el valor de a + b es

(a) 90.
(b) 10
)

)

a

)

(c) 11
(d) 120
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20. Tres ciudades A, B, C estan unidas por un camino circular y estan ordenadas como A— B —C en
sentido antihorario. Al final de cada mes, la poblacién de cada ciudad se desplaza de la siguiente
manera:

o 1/3 permanece en la misma ciudad,
o 1/2 se desplaza a la ciudad siguiente en sentido antihorario (por ejemplo, la de A pasa a B),
o 1/6 se desplaza a la ciudad siguiente en sentido horario (por ejemplo, la de A pasa a C).
Originalmente toda la poblacién se encuentra en A. Adicionalmente, suponemos que no hay
nacimientos ni fallecimientos, y los desplazamientos se pueden hacer de forma exacta. Considere
las siguientes afirmaciones:
(I) Despues de cualquier cantidad par de meses, las poblaciones en B y C son iguales.

(IT) Después de una cantidad de meses divisible por 3, la mayoria de la poblacién estard en A.

; Cuales de las afirmaciones son verdaderas?

a

()

(b) Sola la I.
)
)

Ninguna.

(¢) Solo la II.
(d) Ambas.



