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Problema 1. Sean (a,)n>1 ¥ (bn)n>1 sucesiones de reales positivos. Sean O = (0,0), A, =
(an,0) y B, = (0,b,) para todo n > 1. Se construye C,, como la interseccion de la recta y = x
con el segmento A,B, y se definen ¢, y d, como las medidas de los segmentos OC,, v A, B,,

1 =1
respectivamente. Suponga que Z— = 2024. Demuestre que la serie D = Z T converge y
=1 " n=1 "

determine todos los posibles valores de D.

Solucién. Empezamos determinando las coordenadas de C,,. Como el punto pertenece a la recta
y = x, entonces tiene la forma (¢, ¢). Ademas, como A,, B, y C,, son colineales, entonces se cumple

que

c—0 c—>b anb 1
— n:> — Up _bn - 2 > = — - :
c—a, c¢—0 (¢ —an)(e )=c ¢ an +b, a;'+0b!

Con base en esto, procedemos a comparar ¢, y d,. Por el teorema de Pitdgoras sabemos que
n=cV2yd, = Va2 +b2. Por la desigualdad entre la media cuadratica y la media armonica
sabemos que para cualesquiera reales positivos z,y se cumple que

[ 2 2
s 4y > 2 ’
2 oyt
1

1
con lo cual concluimos que d,, > 2¢,, y por lo tanto 20 > T Por el criterio de comparacion,
C'fl n

deducimos que la serie D converge y que D < 1012.

Ahora vamos a demostrar que D puede tomar cualquier valor en (0,1012]. Para esto, probaremos
que el rango del cociente ¢, = ¢,/d,, es (0,1/2]. Sea r, = b, /a,, de forma que

B Anbu /2 B V2
I bR () /it

Anteriormente probamos que g, < 1/2, y r,, = 1 alcanza esta igualdad. Ademés, el cociente tiende
a 0 cuando 7, tiende a 07 o0 +00. Como la funcién es continua, entonces el rango de g, es (0,1/2].

Dado ¢ € (0,1/2], tomamos r > 0 tal que ¢ = rv/2/((1 + r)v/1+ 72). Dada una sucesion {a,},
definimos otra sucesion {b,} mediante b,, = ra,. De esta forma,

anrﬁ 1+7r 1 >
. dy=a,V1+1r? — =2024, D=
14+7r r\/_ZCLn W; an

Cp =

Si {a,} es cualquier sucesion para la cual la serie de sus reciprocos converge, entonces D = 2024q,
con lo cual concluimos que D puede tomar cualquier valor en (0, 1012].



N
Problema 2. Sea N un entero positivo y considere el polinomio P(z) = z 1_[(.21:2 — k?). Sea
k=1

A, el area comprendida entre el grafico de |P(x)| y el eje z, con x € [n — 1,n]. Demuestre que
Ay <Ay <. < Ay

Solucién. Empezamos notando que si 0 < x < N — 1, entonces

r+N+1 r+N+1
Ple+1) = ————P(x) = [Pz +1)| = |P@)| - ——

— > P(o)]

Ademas, la desigualdad es estricta si  no es entero. Integrando esta desigualdad en [n — 1,n]
concluimos que A, 1 > A,.

Comentario: Es posible refinar la desigualdad entre las areas y obtener otras en el sentido con-
trario. Por ejemplo, podemos empezar observando que la funcion (z+ N +1)/(N — x) es creciente
si0 <z < N — 1. En particular, en el intervalo (n — 1,n) se cumple que

N+n <:B+N+1<N+n—|—1
N—-n+1 N —z N—-—n '’

N N 1
con lo cual obtenemos que N——_IT_LZIA” < Apt1 < - ; f;

2N 2N 2N
(N)A1<(N_1)A2<<(1)AN,
2N 2N 2N
<O>AN<(1)AN_1<<(N_1)A1

Problema 3. Sea n un entero positivo y sea R™*" el espacio de matrices n X n con entradas
reales. Para A, B € R™", se define un alternante como un producto de una cantidad finita de
factores que alternan entre A y B; por ejemplo, A, ABAB y BABAB son alternantes de Ay B.
Determine el mayor valor de n para el que existen A, B € R™*" tales que sus alternantes generan
el espacio R™ ™.

A,,. Con esto podemos deducir que

Solucioén. Sea V el espacio generado por los alternantes de A y B. Empezaremos acotando la can-
tidad de alternantes linealmente independientes, es decir, acotaremos la dimension de V. Notemos
que los alternantes se pueden escribir de alguna de las siguientes cuatro formas:

(AB)"' = (AB)*AB, (BA)*' = B(AB)*A, (AB)*A, B(AB),

con k un entero no negativo. Por el teorema de Cayley-Hamilton, cualquier potencia (AB)* con
k > n se puede expresar como una combinacién de las matrices {I, AB, (AB)?,...,(AB)""'}. Esto
implica que V' es generado por el conjunto de 4n matrices

(AB,(AB)%,...,(AB)", BA,(BA),... (BA)", A, ABA, ... (AB)"'A, B, BAB,..., B(AB)""'},

es decir, dim V' < 4n.



Probaremos que no es posible tener dimV = 4n. Para esto vamos a demostrar un resultado
ligeramente méas general: si C, D € R™ ™, entonces el conjunto S = {C,...,C", D,..., D"} es
linealmente dependiente. Consideramos los polinomios caracteristicos de estas matrices:

po(z) =2 +cp1a™ 4+, pp(x) =2 +d, 2"+ dy.

Si ¢g = 0, entonces el teorema de Cayley-Hamilton nos dice que {C,C?,...,C"} C S es linealmente
dependiente. En el caso ¢y # 0, nuevamente por el teorema de Cayley-Hamilton, sabemos que

C()(Dn + dn_anil + -+ d1D> = do(Cm + Cn_lcmil + -t ClC) = —Codol,

con lo cual obtenemos que co(D" + d,, D" '+ -+ di D) — do(C" + ¢, 1 C" 1 + -+ +¢,C) =0,
siendo esta una combinacion lineal no trivial (porque c¢q # 0 es el coeficiente de D™).

Usando el resultado anterior con C'= AB 'y D = BA, obtenemos que dim V' < 4n. Como buscamos
que V = R™" entonces debemos tener n? < 4n, con lo cual deducimos que n < 3.

Finalmente, para n = 3, podemos considerar

010 00 a b 0 0
A=10 0 1], B=[b 0 0] =AB=1{0 ¢ 0
1 00 0 c O 0 0 a

Si a,b,c son distintos, entonces el polinomio minimal de C' = AB tiene grado 3. Esto implica
que si M es una matriz invertible, entonces las matrices M, CM y C?M son linealmente inde-
pendientes (en caso contrario obtenemos una ecuacion (pl + qC + rC?)M = 0, la cual contradice
la invertibilidad de M o la condicién del polinomio minimal de C'). Ademas, si a,b,c son todos
distintos de 0, entonces A, By C' = AB son todas invertibles. Esto dice que cada uno los conjuntos
Sa={A,CA C*A}, Sp ={B,CB,C?B} y Sc = {C,C? C?} es linealmente independiente. Por la
forma de estas matrices, es facil ver que los espacios generados por S4, Sg, Sc son independientes,
con lo cual el conjunto de alternantes S, U Sp U S genera R3*3,

Problema 4. Dada una matriz M con entradas reales, sea |M|| el maximo de los valores
absolutos de sus entradas. Demuestre que para todo real K > 1, existen una matriz A € R?*? y
enteros positivos m, n tales que ||A|| =1, ||A™]| > Ky [|[A"|| < 1/K.

S i ), de forma que ||A| = 1. Es

sencillo demostrar por inducciéon que para todo entero positivo n se cumple que

An " ncvt
e Lo '
Con esto tenemos que || A?| = méx{nc"~!,c"} = nc® L. Como lim nc"' = 0, entonces con-
n—oo

cluimos que para todo ¢ € (0,1), existe N = N(c) tal que si n > N, entonces se cumple que
A7) < 1/K.

Solucién. Sea ¢ € (0,1) y consideremos la matriz A, = (

Para la desigualdad ||A™|| > K, podemos requerir que m > 2K y ¢™ ! > 1/2, es decir, ¢ €
(271/(m=1 1). De esta forma concluimos que ||A™|| = me™™! > (2K) - (1/2) = K.



Problema 5. Sea C el conjunto de todos los enteros positivos n tales que si p es un primo que
divide a n, entonces p? también divide a n; por ejemplo, {1,27,72} C C'y 2024 ¢ C. Sea p(n) la
cantidad de enteros positivos menores o iguales que n que son coprimos con n.

1
1. Demuestre que la serie S = Z — converge.
neC n

2. Demuestre que para todo a > 0 la serie S(a) = Z

n=1

() converge y que aligl+ a-S(a)=S.

Solucién 1. En primer lugar observamos que como la serie es de términos positivos, entonces
podemos hacer reacomodos de la serie sin alterar su convergencia (o divergencia). Ademas, podemos
notar que si definimos f(n) como 1/nsin € C'y0sin ¢ C, entonces f es una funcion multiplicativa

(es decir, si m y n son coprimos, entonces f(mn) = f(m)f(n)). Por lo tanto, la serie S = Z f(n)

n=1
se puede factorizar como un producto sobre el conjunto P de los ntimeros primos:
5= 0 =TT (14 £0) + 162 + 167+ - )
n=1 peP
1 1 1 1 1
=11 1+0+—+—+---):H(1+—- ):H(1+—).
2 3 27 _ -1 _
pe7>< prop peP pr 1-p oep plp—1)
. 1 C .
Adicionalmente, podemos ver que Z —— < Z — < 00, con lo cual concluimos que el
SZrp—=1) = L=Zp

producto infinito converge y por lo tanto la serie S también.

El argumento para las series de la segunda parte es andlogo, pues todas son series de términos
positivos de funciones multiplicativas, con lo cual las series se pueden factorizar como un produc-
to sobre P. Si f,(n) = 1/(n%p(n)), entonces f,(p*) = 1/[(1 — p~")p@*Y*], v obtenemos asi la
factorizacion

(@)= Y- folo) = [T (14 folo) + uls?) + 167 )

peEP

=11 (1 T ( Lo ))

- — 1\ patl 2(a+1) 3atl)
P L=p=\p p p

1 1 a+2 _ a+l + 1

— (1+ e 1) - H (pp_ 3 j(opa“ Iy

peP peP
E d i 0 L L <
n este momento podemos ver que s1 « > 0, entonces Z —p1 ~pa+1 1= Z o < 00, con
pEP pEP

lo cual concluimos que el producto infinito converge y por lo tanto la serie S(a)) también.

De forma similar, podemos usar que la funciéon zeta de Riemann también admite una factorizacion

sobre P

C(s):Z%:H(lJr}%Jr]%er) :H<1+p81_1) = pspil,

peP pEP



para deducir que
a+2 a+1 + 1 paJr

Sl@) gy P -p _ pott—ptt 41 1
C(a+1)_H(p_1).(pa+l_1) a—l—l H a+1 ) _H(1+pa+1< _1>)'

PEP peP peP p

Esto implica que

a-S(a):((x((a—i—l))-H(l—i—m).

peEP

Es conocido que el limite del primer factor es igual a 1 cuando a — 0. En relacion con el segundo
producto, observamos que los términos 1/(p®™(p — 1)) crecen conforme « decrece, por lo cual el
limite de la segunda expresion cuando o — 0T es igual a

II(15op) =

como queriamos probar.

Comentario: Podemos observar que
-1
TR S i o S SRR ( v )
plp—1)  plp—-1) p*—1 pP—1 \pS-1,) °

con lo cual S = ¢(2)¢(3)/¢(6) = 315¢(3)/(2n*) = 1,943596 . . ..

Solucién 2. Damos una prueba alternativa de la convergencia de la serie S(«). Podemos usar el

#(n) loglogn < oo (F. Brochero, C.G. Moreira, N.C. Saldanha, E.

Tengan, Teoria dos Numeros, Proposicion 5.30). Es decir, existe una constante C' > 0y N > 0,
tal que si n > N, entonces

hecho conocido que 0 < lim inf

1 ¢(n) 1 C'loglogn
— < —logl — < :
C n L eo8n np(n) —  nlte

Con esto deducimos que la serie S(a) converge por el criterio de comparacion.

Problema 6. Sean r < s enteros positivos. Sean P(z) = a2" + -+ + ag y
Q(z) = bsz®+- - -+by, con a,, bs # 0, tales que |P(2)| < |Q(z)| para todo z € C con |z| = 1. Suponga
que todas las raices de (Q(z) pertenecen al disco |z| < 1. Demuestre que méax(|ag|, |a,|) < |bs|— |bol.

Solucién 1. La conclusion del problema sugiere el siguiente resultado que usaremos en la solucioén:
si un polinomio R(z) = rp,z" + ...+ ro, con 1, # 0, tiene todas sus raices en el disco |z| < 1,
entonces |ro| < |r,|. Este hecho es consecuencia directa de las formulas de Vieta.

Para resolver el problema, primero vamos a suponer que todas las s raices de Q)(z) se encuentran
en el disco abierto |z| < 1; en particular, |Q(z)| # 0 para |z| = 1. Consideramos el polinomio
P,(z) = aP(z), con |a| < 1 por determinar. De esta forma, para |z| = 1 se cumple que

Q)| > [|Q(2)] = [a]|P(2)] = |Pal2)].



Por el teorema de Rouché, obtenemos que Q(z) — P,(z) tiene s raices en el disco abierto |z| < 1;
es decir, el polinomio tiene todas sus raices en |z| < 1. El coeficiente principal de este polinomio es
bs (por la hipotesis s > r) y el coeficiente constante es by — aag. Usando la observacion del inicio
de la solucion deducimos que |by — aag| < |bs|. Podemos escoger un valor apropiado de la fase de «
de manera que |by — awag| = |bo| + |||aol, con lo cual obtenemos que |by| + |a||ag| < |bs|. Tomando
|a] — 1, concluimos que |ag| < |bs| — |bo].

Vamos a usar este resultado para demostrar la otra desigualdad. Para esto consideramos el po-
linomio p(z) = 2"P(1/Z) = @, + @,_1z + ... + @pz", donde ahora @, es el coeficiente constante.
Observamos que |p(z)| < |Q(z)| si |z| =1y que gr(p) < r < s, con lo cual podemos concluir que
|ar| < [bs| — [bol-

Finalmente, consideramos el caso en que Q(z) tenga ceros en |z| = 1. Si Q(20) = 0y |20] = 1,
entonces la hipotesis |P(z)| < |Q(z)| implica que P(zp) = 0; es més, si p y ¢ son el orden de 2
en Py @), respectivamente, entonces la misma hipdtesis implica que p > ¢. Esto quiere decir, que
si escribimos Q(z) = Q*(z)R(z) de forma que Q* tiene todos sus ceros en |z| < 1y R(z) tiene
todos sus ceros en |z| = 1, entonces R también divide a P; es decir, P(z) = P*(z)R(z) para cierto
polinomio P*(z). Un argumento de continuidad implica que la desigualdad |P*(2)| < |Q*(z)]| se
cumple en |z| = 1. Dado que gr(P*) < gr(Q*) y Q* tiene todas sus raices en |z| < 1, entonces
podemos aplicar los resultados anteriores al par de polinomios P* y Q*. Lo que resta es observar
que como las raices de R(z) estan en |z| = 1, entonces los valores absolutos de los coeficientes
principales y los coeficientes constantes de P y () coinciden con los de P* y Q*, respectivamente,
y asi finaliza la prueba.

Solucién 2. Presentamos una demostracion alternativa a la desigualdad |a,| < |bs| — |bo| (bajo la
hipotesis que @ no se anula en |z| = 1). Podemos observar que si |z| = 1, entonces se cumple que

Q(2)| > Q)] = [a]|[P(2)] = |27 Fal2)],

donde P,(z) = aP(z). Por el teorema de Rouché, obtenemos que Q(z) — 2°~"P,(z) tiene s raices
en el disco abierto, con lo cual el polinomio es de grado s para todo |a| < 1. Esto implica que
el coeficiente principal by — aa, no se anula y por lo tanto |bs| > |a,|. Podemos escoger un valor
apropiado de la fase de v y usar que |bs| > |a,|, para obtener que |bs — aa,| = |bs| —|a||a,|. Como by
es el coeficiente constante de Q(z) —2°~"P,(z) (por la hipdtesis s > r), entonces la observacion del
inicio de la solucion anterior nos permite deducir que que |by| < |bs| — |e||a,|. Tomando |a| — 1,
concluimos que |a,| < |bs| — |bo].

Solucién 3. Consideramos los polinomios P;(z) = P(Z), Pa(z) = 2" P(1/2) y Q*(2) = 2"Q(1/z),
es decir,

P(z)=ag+ - +a2z", P(z)=a + - -+az", Q(z)=0bs+ -+ bz’

Primero notamos que Q* no se anula en |z| < 1, de forma que las funciones Fj(z) = P;(2)/Q*(?)
son analiticas en |z| < 1. Ademés, podemos observar que |P;(z)| < |Q*(z)| para |z| = 1, con lo
cual deducimos que si Q*(z9) = 0y |20] = 1, entonces P;j(zp) = 0; es maés, si p y ¢ son el orden de
2o en P; y Q*, respectivamente, entonces la misma condicién implica que p > ¢. Esto nos dice que
F;(#) es analitica en |z| < 1y |F;(2)| <1 para |z| = 1. El principio del médulo maximo implica
que |F;(2)| <1 para todo |z| < 1; es decir, |P;(2)| < |Q*(2)| para todo |z| < 1. En particular, para
z = 0, obtenemos que max{|ag|, |a,|} < |bs|.



El resultado anterior resuelve el problema en el caso by = 0; suponemos entonces que by # 0.
Consideramos el polinomio R,(z) = Q*(z) — aPj(z), con |a| < 1 por determinar. El hecho que Q*
no se anule en |z| < 1y la condicion |P;(z)| < |Q*(2)| para |z| < 1 implican que R, tiene todas sus
raices en |z| > 1. Ademas su coeficiente principal es by y su coeficiente constante es b, —aP;(0), por
lo que las formulas de Vieta implican que |bs — aP;(0)] > |by|. Podemos escoger apropiadamente
la fase de v y usar que |bs| > |P;(0)| para obtener que |bs — aP;(0)| = |bs| — |a||P;(0)|. Con esto
deducimos que |a||P;(0)] < |bs| — |bo|, y tomando |a| — 1 concluimos el resultado.

Comentario: Mediante argumentos similares podemos probar que |ag| + |a.| < |bo| + |bs| sir = s
y |ao| + |ar| < |bs| sir > s.

Problema 7. Demuestre que la ecuacion z° + 21 + 32° = 4 tiene infinitas soluciones con z, ¥, 2
numeros racionales.

Solucién 1. La idea para encontrar infinitos puntos con coordenadas racionales en la superficie
23 + 2% + 323 = 4 es cortarla por un plano ax + by + cz = d con a, b, c,d € Q e intentar obtener
infinitos puntos racionales en la nueva curva plana. Como esta curva estd determinada por un
polinomio de grado 3 con coeficientes en QQ, entonces es conveniente intentar que este polinomio
tenga una raiz doble en algtin punto racional, con lo cual la tercera raiz va a ser autométicamente
racional. Geométricamente, lo anterior corresponde a escoger un plano de modo que sea tangente
a la superficie en un punto racional.

Observamos que P = (1,0, 1) es un punto racional de la superficie. El vector normal a la superficie
estd dado por el gradiente

V (2 42" 4 32° — 4)| , = (32%,6y°,92%)|, = (3,0,9),
con lo cual el plano tangente en P = (1,0,1) tiene la ecuacion

3 (z—1D)+0-(y—=0)+9-(z2—1)=0<=2x+32=4.
Por lo tanto, para encontrar infinitos puntos racionales en la curva

w3+ 2y 4323 =4 PN (4—32)3 429+ 323 =4
x+3z=4 r+3z=4

basta intersecar (en el plano yz) la curva plana (4 — 32)3 +2y® + 323 = 4 y larecta z — 1 = ty, que

tiene pendiente racional ¢ € Q y pasa por (y, z) = (0,1) (la proyeccion de P). Observamos que por
la construccion del plano, para t fijo, y = 0 es una raiz doble de la ecuaciéon de grado 3. De hecho,

(4—32)4+2y°+ 32 =4 (4=3ty+1))>P+20°+3(ty+1)* =4
<~
z—1=ty z=ty+1
Después de simplificar, obtenemos que la primera ecuacion es equivalente a
—18¢
1— 1237
y asi concluimos que la ecuaciéon del enunciado tiene infinitas soluciones racionales dadas por
1+42¢3 —18t2 1—308°
= t .
(2, 2) (1—12t3’1—12t3’1—12t3 ’ Q

(18t2+y—12t3y)- =0« y=0o0 y=




Solucién 2. Usando que 1+ 2 = 3 y considerando las variables r, s dadas porz =r —z,y = s — 2,
podemos observar que el coeficiente de 2% se anula en la ecuacién en 7, s, z. Mas precisamente, la
ecuacion se reescribe como

3 4+ 25% — 3(r® 4+ 25z + 3(r +2s)2 = 4.

Ademas, si tomamos 7 + 25 = 0, entonces también se anula el coeficiente de 22, con lo cual
obtenemos la ecuacién —6s% — 18s?z = 4. Por lo tanto, obtenemos las soluciones racionales dadas
por

—1583 +2 1283 +2 —3s% -2
(ZE,y,Z) - ( 982 ’ 982 ) 982 ) ’ ERS Q\{O}




