XXVI Olimpiada Iberoamericana de Matematica Universitaria 2023

Problema 1. Dado un ntimero real ¢ > 1, sea C; el cuadrado de lado 2 con centro (¢, %) y lados
paralelos a los ejes. Sea A; el area de la region C; NT', donde T' = {(z,y) : y > x?}. Calcule el
limite de A; cuando t — +o0.

Solucién 1. Empezamos notando que t —1 < /12 — 1 < V/t2 + 1 < t+1, por lo que la curva y = 22
interseca a los lados horizontales del cuadrado en los puntos (vt2 — 1,t2 — 1) y (V2 + 1,2+ 1).

Como la region Cy; N T contiene a un rectangulo 2 x (v/t2 — 1 — (¢t — 1)), entonces
A >2(VE2—1—(t—1)=2-2(t— V2 -1).
De igual forma, la region C; N (R?*\ T') contiene a un rectangulo 2 x ((t + 1) — /12 + 1), por lo que
4—A,>20+1) —VEF1) =22V +1-1).
De esta forma obtenemos que
22t — V2 —1) < A, <2+2(VE+1-1).
Finalmente, observamos que

1
t—V2—1=

1
— 50, VBl —t=—— 0,
t+VE2—1 214+t

con lo cual concluimos que A; — 2 cuando t — +o00.



Solucién 2. Al igual que en la solucién anterior, obtenemos que la curva y = 22 interseca a los

lados horizontales del cuadrado. Si r = v/t2 — 1, s = /{2 + 1, entonces
At:2(r—(t—1))+/ (t2+1—x2)dx:2—2(t—r)+/ (#*+1—a2%)dx.

Empezamos observando que

2
s—r=VE2+1l-Vi2-1= -0
VEE+1+V2—1

cuando t — +o00. Como r <t < s, entonces 0 <t —r < s —r. Ademaés, para r < z < s tenemos
que 0 <t?+1—2%2<2, con lo cual

og/ (#*+1—a2%)dr < 2(s—1).

Combinando estas desigualdades con la expresion anterior para A; deducimos que
2-2(s—=r)+0< A, <2-0+2(s—7),

con lo que concluimos que A; — 2.

Problema 2. Para una matriz A de tamafio n x n y un entero positivo 1 < m < n, se definen
los m—bloques de A como el conjunto de todas las submatrices m x m formadas por m filas
consecutivas y m columnas consecutivas de A. Se dice que una matriz A es m—simétrica si todos
sus m—bloques son matrices simétricas. Dados enteros positivos n y r, se define C(n,r) como el
conjunto de matrices n x n con entradas en {1,2,...,r}.

(a) Determine la cantidad de matrices (n — 1)—simétricas en C'(n,r).

(b) Demuestre que si 1 < m < n, la cantidad de matrices m—simétricas en C'(n,r) no depende
de m.

Solucién. Denotamos por a(i, j) a la entrada 7, j de la matriz A, y dado 1 < m < n, denotamos
por A,,(i,7) el m—bloques de A tal que su esquina superior izquierda es la entrada a(i, j), con las
condiciones de que 1 <4, <n+1—m.

(a) Dada una matriz A, una antidiagonal de A corresponde a las entradas de A que estén
alineadas de forma perpendicular a la diagonal principal. En la siguiente matriz se muestran
las 7 antidiagonales de una matriz de tamano 4 x 4:

ot
-1 O Ot



Se puede ver que una antidiagonal estd compuesta por todas las entradas a(i,j) tales que
t+ j es constante, y que una matriz de n X n tiene un total de 2n — 1 antidiagonales. Vamos
a probar que A € C(n,r) es una matriz (n — 1)—simétrica si y solo si las entradas de sus
antidiagonales son iguales, es decir, a(i1, j1) = a(is, jo) cuando i1 + j; = iz + Jo.

Es facil verificar que esta condicion es suficiente (pues en cualquier bloque que se tome, dos
entradas que son simétricas cumplen que la suma de sus indices son iguales), por lo que ahora
veremos que ademas es necesaria.

Como la primer entrada de A,_1(4,j) es a(i,j) y An—1(7,J) es simétrica, entonces:

(%) a(i+r,j+s)=a(i+s,j+7r), con0<rs<n-—2,
puesto que todos los (n — 1)—bloques que hay son A, _1(i,7) con 1 <i,j < 2.
Para 1 < k < n, vamos a probar que la antidiagonal que contiene a la entrada a(k,1) tiene
todas sus entradas constantes, usando (x) con los bloques A,,_1(1,1) y A,_1(1,2). Es analogo
probar que la antidiagonal que contiene a a(k,n) tiene todas sus entradas iguales, al hacerlo
con los bloques A4,,1(2,2) y A,—1(2,1).
Al aplicar (x) con los bloques A, _1(1,1) y A,-1(1,2) se tiene lo siguiente:

(i) En el bloque A,,_1(1,1), tome 0 < r < k—1y s=k—1—r, entonces se obtiene la
igualdad a(1+7r,14+k—1—r)=a(l+k—1—7r,1+7), es decir:

al+rk—r)=alk—r,147).

(17) En el bloque A, _1(1,2), tome 0 < r < k — 2 y $ = k —2 — r, entonces se obtiene la
igualdad a(14+7r,2+k—2—1) = a( +k —r,2+7), es decir:
al+rk—r)y=alk—1—r2+r).
Al unir (7) y (i7) obtenemos que:

(x) al+rk—-—r)=alk—r,14+r)=alk—1—r2+71).

La expresion a(k —r, 1+ 1) = a(k — 1 —r,2 + r) lo que significa es que al moverse 1 hacia
arriba (—1 en la primera entrada) y 1 hacia la derecha (41 en la segunda entrada), entonces
las entradas de la matriz son iguales, y este movimiento coincide con recorrer antidiagonales.

Por lo tanto, si nos fijamos en la entrada a(k,1) y nos movemos sobre su antidiagonal,
entonces obtendremos las siguientes igualdades:

a(k,1)=ak—1,2) =a(k—2,3) =---=a(2,k— 1) = a(l, k).

Que bésicamente consiste en tomar r = k — 2,k — 3,...,2,1 en la expresion (*). De esta
forma hemos demostrado que las entradas de cada antidiagonal deben ser constantes, o sea,



que a(iy, j1) = alia, j2) siempre que iy + j; = is + Jo.

Por ultimo, sabemos que hay un total de 2n — 1 antidiagonales, y cada una de estas puede
tomar cualquier valor en el conjunto {1,2,...,7}, asi que la cantidad total de matrices
(n — 1)—simétricas en C(n,r) es r*" 1.

(b) Sea 1 < m < n. Por la parte (a), entonces cada uno de los (m + 1)—bloques de A son
m—simétricos, y por lo tanto tienen todas sus antidiagonales constantes.

Usando lo anterior, si 1 < 7,5 < n, entonces a(i + 1,7) y a(i,j + 1) esdn en un mismo
(m + 1)—bloque de A, y por estar sobre la misma antidiagonal de este (m + 1)—bloque se
cumple que a(i + 1,j) = a(i,j + 1). En la siguiente matriz se ilustra como a(i,j + 1) y
a(i+1,7) estan en un mismo (m + 1)—bloque y por lo tanto son iguales:

a(l’l) a(LJ) a(l,j—l—l) a(l,n)
ati+1,1) -+ |-+ a(i+1,5) ai+1,74+1) ---|--- a(i+1,n)

De esta forma se concluye que A es m—simétrica si y solo si todas las entradas de cada
antidiagonal son constantes, lo que coincide con las matrices (n—1)—simétricas. Esto implica
que la cantidad de matrices m—simétricas solo depende de n,r y no de A, pues en total son,
nuevamente, 7271,

Problema 3. Sea0 < C <1y f:R" — R*. Demuestre que si f(z + f(z)) < Cf(z) para todo
x > 0, entonces no existe a > 0 tal que f sea continua en el intervalo [a, +00).

Soluciéon. Sea a > 0 y consideremos la sucesion dada por a1 = a y a, = an,—1 + f(a,—1) para
n > 2. La hipotesis f(x + f(x)) < Cf(x) implica que f(a,) < Cf(a,_1). Con esto obtenemos que
f(a,) < C"'f(a), con lo cual deducimos que f(a,) — 0.

Como a,, = a,_1 + f(a,_1) y f > 0, entonces la sucesion es creciente. Adicionalmente, iterando la
definicién obtenemos que

Ay = ap_1+ fan_1) = an_o+ fano)+ f(an_1) =... = a1+ f(a1)+ f(az)+...+ f(an_2)+ f(an_1),
con lo cual podemos acotar

fla)

an§a+f(a)-(1+C’+...+C’”_3+Cn_2)<a+1_0.



Como la sucesion es creciente y acotada concluimos que converge a algiin ntumero real a* > a. Si
f es continua en [a, +00), entonces f(a,) — f(a*). Anteriormente habiamos visto que f(a,) — 0,
por lo que deducimos que f(a*) = 0. Esto es una contradiccion y asi concluye el problema.

Problema 4. Encuentre todos los pares de matrices reales (A4, B) de tamafio 2 x 2, con A # B,

que cumplen que
A* + B> = AB + BA =21,

donde I5 es la matriz identidad 2 x 2.

Solucioén 1. Observamos que las ecuaciones del problema implican las siguientes dos condiciones
(A-B)?=A*>4+ B>~ (AB+BA)=0 y (A+B)>=A?+ B>+ (AB + BA) = 41.

Conversamente, si (A — B)? =0y (A + B)? = 41, entonces se cumple que

1

A4 B? =
M

(A= B+ (A+B?) =21 y AB+BA:%((A+B)2—(A—B)2:2[.

Dado que

A=S(A+B)+(A-B) y B=3

obtenemos que el problema se reduce a caracterizar las matrices que satisfagan M? = 0y N? = 41.
Sabemos que una matriz X de 2 x 2 es anulada por su polinomio caracteristico y por ende

tr(X)X = X? + det(X)]I.

((A+B) = (A= B)),

Si M? = 0, entonces det M = 0 y la relacion anterior nos da entonces que tr(M)M = 0. Como
M = A — B # 0, entonces deducimos que tr(M) = 0, con lo cual obtenemos que

2a 2b]

M = [20 —2a

para reales a, b, ¢ tales que a? + be = 0.

Si N? = 41, entonces det N = +4 y la relacion anterior nos da que tr(N)N = (4 + 4)I. Si
det N = —4, entonces obtenemos que tr(N) =0 (pues N # 0) y asi

|2z 2y
A+B= {2z —Qx]

para reales x, y, z tales que 22 +yz = 1. Si det(N) = 4, entonces tr(N)N = 81, con lo cual deducimos
que N es un miltiplo de I, y por lo tanto obtenemos que N = 27 o N = —21]. Finalmente, usando
las expresiones anteriores para A y B en términos de A+ B y A — B, concluimos que todas las
soluciones son de la forma

A:[a—i—x b+y ]’ B:[—a—irx —b+y} o A:{a b]i[, B:{—a —b}il

c+z —(a+x) —c+z a-—=x c —a —c a

para reales a, b, c,x,y, z tales que a®> +bc =0y 2* +yz = 1.



Solucién 2. Al igual que en la solucién anterior lo que corresponde es caracterizar las matrices
que satisfagan M? = 0 y N? = 4. Para el caso de M, observamos que es una matriz nilpotente
distinta de 0, por lo debe ser similar a una matriz de Jordan de tama no 2; es decir, existe una
matriz invertible P tal que
01
M=P { } P

0 0

Para el caso de N, vemos que el polinomio 22 — 4 = (z — 2)(z + 2) tiene factores simples y anula
a N, por lo que N debe ser diagonalizable. Dado que las raices son 42, obtenemos que existe una
matriz () invertible tal que se da alguno de los siguientes tres casos:

N:th g}Ql’ N:Q{_OQ _02]62_1:_2]’ NZQB g]Q_lzzL

Con esto se puede concluir como en la solucién anterior.

Problema 5. Considere un conjunto de ntimeros reales {a; < --- < a,} que satisface que
a; — a;_1 < ajy1 — a; para todo 2 < i < n — 1. Demuestre que para cualquier d # 0, la cantidad de
n

pares ordenados (a;, a;) que satisfacen la igualdad a; — a; = d es menor o igual que [%].

Solucién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que d > 0. Supongamos que la igualdad
a; — a; = d se satisface para m pares ordenados (i;,7): d = a;, —aj, = -+ = a;,, — a;,,. Como
d > 0 entonces i; > j;; definimos las diferencias k; = i; — j; > 0, de forma que

d=aj 1k — Ajy = Qjpiky — Qjy =+ = Qjy 4k, — g, -

Supongamos sin pérdida de generalidad que k; > ky > --- > k,,,. Vamos a empezar demostrando
que k1 > kg > -+ > k,,. Si k > 0 es un entero fijo, entonces la condiciéon del problema implica que

(aj+k - @j) - (a(j—1)+k - ajfl) = (aj+k - aj+k71) - (@j - ajfl) >0,

con lo cual deducimos que la sucesion {a;, —a;}; es estrictamente creciente. Con esto obtenemos
que no puede haber dos diferencias iguales, y asi ky > ko > ... > k,,.

A continuaciéon vamos a demostrar que ji;1 > j; + 2 para 1 < [ < m — 1. Supongamos por
contradiccion que j;11 < 7; + 1 para algin [. Anteriormente demostramos que k;.1 < ki, con lo
cual ki + 1 < k;, y asi obtenemos que jj11 + kiz1 < j; + k;. La igualdad (con d) y el hecho que
{a;} es creciente implican que

d= Ajp 1 +kipr — Qg = Qg+l — Ay, > gy 14k — Ay

con lo que deducimos que a;,,, < a;, es decir, ji;1 < ji. Usando que {a;}; y {aj1x,, — a;}; son
sucesiones crecientes concluimos que

A4k — gy < Aji+ky . — Qg < Qjpky — gy



lo cual es una contradiccién.

Finalmente, iterando la desigualdad anterior obtenemos que
Jm = Jme1+2>-- > +2(m—1)>2m— 1.

Como n > jy, + ki > jm + 1, obtenemos que n > 2m y asi concluimos que m < |7 ].

Problema 6. Dado un ntimero real a > 1, considere la regién acotada por las curvas y = ®
ey = 2%/% con > 0. Determine el radio  de la mayor circunferencia que esta completamente
dentro de dicha region.

La solucién original en la propuesta del problema contiene un error que la Organiza-
cion de la XXVI OIMU no ha podido enmendar. La Organizacién asume la responsa-
bilidad del incidente y se disculpa por los inconvenientes causados.

Solucion. El Comité de Problemas observo que existe un valor ag (aprox. 5, 35658, obtenido con
asistencia computacional) de manera que la forma de la mayor circunferencia inscrita depende de
los casos a < ag y a > agp:

1. Paraa < ag se observo (con asistencia computacional) que la mayor circunferencia es tangente
a las curvas en los dos puntos (b,0%) y (b%,b), donde b > 0 es la solucién de la ecuacion
ab® ! = 1; las rectas tangentes a las curvas en estos puntos son paralelas al eje de simetria
(la recta y = x) de la region. En este caso el centro del circulo es

(b+b“ ﬂ) _ <(a+1)b (a—l—l)b)

2 72 2  2a

y el radio es igual a

1 o (a— B
E(b_b)_ a2 av/2

2. Para a > ag, se conjetura que la mayor circunferencia es tangente a la curva en cuatro puntos
(b,6%), (¢, ), (b%,b), (¢*, c) donde b,c son las tnicas soluciones a la ecuacion
2b 4 2ab**1 2+ 2ac?*1 B (b% 4 b*) — (% + )
L+abet  1+ac*t  (b+0b7) — (c+c)




Si denotamos por A al valor anterior, entonces estos cuatro puntos cumplen que las distancias
al punto C' = (\/2, A\/2) son iguales (es decir, C' es el centro de la circunferencia), y las rectas
tangentes a las curvas correspondientes son ortogonales a los vectores de posicién respecto a
C'. No parece sencillo dar una expresion simplificada para el radio en este caso; sin embargo,
para a grande el radio debe ser aproximadamente 1/2, pues la region converge al cuadrado
[0,1] x [0, 1].

La principal dificultad del problema es garantizar que la circunferencia propuesta esté contenida
dentro de la region. Por ejemplo, para el caso 1, esta condicion es equivalente a la desigualdad

bt 2+ o b0
2 2

Para a < ag se observa numéricamente (con asistencia computacional) que se cumple la desigualdad
anterior y que el tnico caso de igualdad es s = b. Para a = ag se observa que la desigualdad se
sigue cumpliendo, pero existe un nuevo caso de igualdad ademas de s = b. Para a > aq se observa
que la desigualdad ya no se cumple. Para el caso 2, el planteamiento de la desigualdad analoga no

2
1
) > §(b —b")? <= s* — (b+b")s" + s — s(b+ b*) + 26°7" > 0.

parece tener una formulaciéon tan explicita.

Finalmente, el valor de ag no parece ser sencillo de calcular de forma exacta. Con base en el
comentario del parrafo anterior, si f(s) = s2* — (b + b*)s® + s> — s(b + b*) + 2b°*! entonces para
el caso a = ap particular debe existir ¢ # b tal que f(c) = f'(c) = 0. Mediante el cambio de
variables d = ¢/b y la ecuaciéon ab®! = 1, se pueden reescribir las ecuaciones anteriores como
g(d) = ¢'(d) =0 con d # 1, donde g(s) = s** — (a+ 1)s* + a*s* — a(a + 1)s + 2a. Adicionalmente,
el valor de aq se interpreta geométricamente, como el caso en que dos de los cuatro puntos de
tangencia (del caso 2) coincidan con los puntos (b, b%) y (b%,b).

Problema 7. Encuentre todas las funciones holomorfas f : C — C tales que f(R) C R
y que satisfagan f(a)f(b)f(c) € R para cualesquiera a,b,c € C que cumplan las condiciones
la| = [b] = |¢| = abc = 1.

Soluciéon 1. Claramente la funciéon f = 0 cumple las condiciones del problema; en adelante,
suponemos que f # 0. Vamos a demostrar que las otras soluciones son los polinomios de la forma
2™p(z), con m > 0y p(z) un polinomio reciproco con coeficientes reales; un polinomio reciproco
de grado n es un polinomio que satisface p(z) = 2"p(1/2).



Considere la funcion holomorfa g(z) := f(Z). Note que la condicion f(R) C R implica que f y ¢
coinciden en R; como estas funciones son holomorfas, lo anterior implica que f y g también deben
coincidir en C. Esto nos dice que f(z) = f(Z) para todo z € C. En particular, si « es un cero de f,
entonces @ también. Aun maés, como (z — «)(z — @) toma valores reales en R, usando la condicion

f(R) C Ry la analiticidad de f deducimos que « y @ tienen la misma multiplicidad.

Sea T el circulo unitario. La analiticidad de f implica que tiene una cantidad finita de ceros en
T. Por la discusion anterior sobre la condicion f(R) C R, deducimos que los ceros no reales en T
vienen en pares (con su conjugado) con la misma multiplicidad. Nuevamente por la analiticidad
podemos escribir

N
1) = = 0+ 07 (TTe - (e =) ) £,
k=1
donde {z1,71,...,2n,2Zn} son todos los ceros no reales (contados con multiplicidad) en T y F es

una funcién holomorfa que no se anula en T.

La relacion f(z) = f(2) y las condiciones a,b,c € Ty f(a)f(b)f(c) € R implican que

r o) = Faioire = s e = (3) () (2).

a Cc

Usando que |zx| = 1, obtenemos que

()= G- ) (=) (2-=) ()
_ %(z e+ 1)8(1:1(2 _ )z —z—k>)FG)

Sea Z el conjunto de ceros de f en T. Si z € T\ Z, entonces

f(Z) _ (_1)r2r+s+2N F(Z)

f(1/z) F(1/z)

La condicion abe = 1 y lo anterior implica que si a,b, 1/ab € T\ Z, entonces

F(a)F(b)F (%) = (=1)>"F (%) F(%) F(ab) = (—=1)"F (%) F (%) F(ab).

Como F' no se anula en T, tenemos que si a,b,1/ab € T \ Z, entonces
G(a)G(b) = H(ab),

donde G(z) := F(2)/F(1/z)y H(z) := (—1)"G(z). Las funciones G y H son funciones meromorfas
en C* = C\ {0}; ademas, son holomorfas en todos los puntos de T porque F' no se anula en T.
Esto implica que G y H son funciones holomorfas en una regiéon anular R alrededor de T. Sea R*
una region anular alrededor de T, contenida en R, de forma que si a,b € R*, entonces ab € R.



El conjunto de puntos (a,b) € T x T tales que a,b,1/ab ¢ Z es denso en T x T, por lo que la
continuidad de G'y H implican que la igualdad G(a)G(b) = H (ab) vale para cualesquiera a,b € T.
En particular, como G(1) = 1, la relacion G(1)G(1) = H(1) implica que (—1)" = 1.

Ademas, para b € T fijo, las funciones a — G(a)G(b) y a +— H(ab) son holomorfas en R y
coinciden en T, por lo que también coinciden para todo a € R. Para a € R* C R, las funciones
b— G(a)G(b) y b — H(ab) son holomorfas en R* y coinciden en T, por lo que también coinciden
para todo b € R*. Hemos demostrado que la relacion G(a)G(b) = H(ab) vale para cualesquiera
a,be R

Como G y H son holomorfas en R*, entonces admiten una serie de Laurent G(z) = Y™ ¢,2",

H(z)=>"_hyz", con lo cual la igualdad G(a)G(b) = H(ab) nos da que

Z ]’Lk<(lb)k = Z Z gmgnambnu

k=—o00 Mm=—00 N=—00

donde hemos usado la convergencia absoluta de las series para los términos de la suma doble. La
unicidad de la serie de Laurent y la relacién anterior implica que solo un coeficiente de G no se
anula, pues en caso contrario se obtendria un término de la forma g,,g,a™b" que no aparece en
la expansién de H(ab). Por lo tanto, G(z) = g42? para algtin d € Z. Como G(1) = 1, entonces
concluimos que g4 = 1.

Por lo tanto, obtenemos que z¢ = G(z) = F(z)/F(1/z), o bien F(z) = z4F(1/z). Si escribimos
F(z) =) a,2", obtenemos que

1
zdF(—> = aozd +az bazt 4L
z

Como F' es holomorfa, entonces lo anterior implica que d > 0 y que F' debe ser un polinomio de
grado menor o igual que d, digamos e. La menor potencia de z en z4F(1/z) es m := d — e, por lo
que F(z) = 2¢7¢J(2) = 2™J(2) con J de grado n := e—m y J(0) # 0. La relacién F(z) = 22F(1/z)
es equivalente a J(z) = 2"J(1/z), con lo que deducimos que J es un polinomio reciproco. Por lo
tanto, concluimos que

() = (= 1) (e + 1) (H<z . z—k>)sz<z> = mp(z),

donde p(z) = (z—1)"(2+1)° (HkNl(z—zk)(z—z_k)> J(z). Anteriormente demostramos que (—1)" =

1, por lo que p(z) es un producto de polinomios reciprocos con coeficientes reales y por lo tanto
también es un polinomio reciproco con coeficientes reales.

Finalmente, notemos que cualquier polinomio p con coeficientes reales satisface que p(R) C Ry

p(z) = p(Z). Por lo tanto, las funciones de la forma f(z) = z™p(z), con p un polinomio reciproco con



coeficientes reales, satisfacen que f(R) C R y si a,b, ¢ € C cumplen que |a| = |b] = |¢| = abc = 1,
entonces

F@ e =t =15 )7(;)7(;) = L A LD L SOIBIO  pay s

b c an b (abe)"

con lo que concluimos el problema.

Comentario: Si se considera que f esté definida y sea diferenciable solo en C*, entonces se obtiene
que las soluciones son de la forma 2™p(2)q(z), donde p es un polinomio reciproco y ¢ es una funciéon
holomorfa en C* que satisface ¢(1/z) = q(2) (es decir, ¢ tiene una serie “reciproca'"de Laurent).

Comentario: La deduccion de la relacion G(z) = gq42¢ puede hacerse por medios alternativos. Por
ejemplo, un método analitico podria usar series de Fourier para las funciones G y H en T y asi
evitar el argumento con las series de Laurent. Una alternativa algebraica podria usar el hecho que
los tinicos homomorfismos continuos T — C* son z + 2% con d € Z.



