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Problema 1. (3 puntos) Sean a1, a2, . . . , ak enteros positivos. Determine todos los enteros posi-
tivos n tales que ∫ n

n−1

{
x

a1

}{
x

a2

}
. . .

{
x

ak

}
dx

tome el máximo valor posible.

Nota: {x} denota la parte fraccionaria de x.

Problema 2. (3 puntos) En RN , considere k vectores a1, . . . , ak y defina la sucesión v0, v1, v2, . . .
con v0 = 0, mediante la relación vn = vn−1 + nan para n ≥ 1 (los índices para an se consideran
módulo k). Demuestre que si el conjunto {vn/n}n≥1 es acotado, entonces el conjunto de límites de
subsucesiones de la sucesión {vn/n}n≥1 es finito.

Nota: Se dice que un conjunto en RN es acotado si el conjunto de sus magnitudes es acotado.

Problema 3. (4 puntos) Para a, b, c ∈ R y n = 2, 3, 4 se define An = An(a, b, c) como el área
(positiva) del triángulo con vértices (a, an), (b, bn), (c, cn). Determine el menor valor de la constante
C de manera que se cumpla la desigualdad CA2A4 ≥ A2

3 para cualesquiera números reales a, b, c.

Problema 4. (5 puntos) Sea n un entero positivo y sean x1 < · · · < xn números reales distintos.
Demuestre que para todo 1 ≤ k < n y todo x ∈ [xk, xk+1] se cumple que∏
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≥ 1.

Problema 5. (6 puntos) Dado un entero positivo n, sea Ln la suma de las longitudes de los
intervalos solución de la ecuación ⌊x2⌋ + n2 = 2⌊nx⌋. Demuestre que el límite ĺım

n→∞
Ln existe y

determine su valor.

Problema 6. (7 puntos) Considere una sucesión de enteros positivos a1 < a2 < · · · que satisface
que para todo primo p existe N tal que p divide a an para todo n ≥ N . Sea P (x) un polinomio
con coeficientes enteros y de grado al menos 2. Dado un entero n, sea C(n) la cantidad de enteros
m ∈ [1, n] tales que no existen enteros positivos j, k que cumplan la ecuación m = P (j) − ak.
Demuestre que existen M > 0 y c > 0, tales que C(n) ≥ cn para todo n ≥ M .

Problema 7. (7 puntos) Sea Z2 el cuerpo de dos elementos y sea B una base del espacio vectorial
Zn

2 , con B disjunta de la base canónica. Demuestre que existe un subconjunto B′ ⊆ B, con al menos
n/3 elementos, tal que ninguno de los vectores de la base canónica se puede expresar como suma
de algunos elementos de B′.
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